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Aufgabe 1: Ein kommutativer Ring R heifit dann ganz abgeschlossen in einem Erwei-
terungsring S, wenn jedes o« € S, das iiber R ganz ist, bereits in R liegt, d.h. wenn R = R
gilt. So besagt Korollar 10.6, dass Z in Q ganz abgeschlossen ist. Dagegen ist Z nicht in C
ganz abgeschlossen, wie etwa der Fall o = i zeigt. Beweisen Sie oder widerlegen Sie:

a) (2 P.) Z[i] ist ganz abgeschlossen in Q(7).

Lisung: Jedes a + bi ist eine Nullstelle von 22 — 2az + a* + b?, und so ist Z[i] ganz
iber Z. Weiterhin, da Q(i) ein Integritdtsbereich und Z faktoriell sind, hat jedes
a € Q(i) das ganz iiber Z ist eine normierte Minimalpolynom in Z[z]. Wére nun
a+bi € Q(i) ganz iiber Z, dann wire 2a € Z und a® +b* € Z. Daher miisste 2a € Z,
(2a)? = —(2b)? (mod 4), und so musste 2a = 2b = 0 (mod 2). Daher sind alle ganze
a+ bi € Qi) schon in Z[i] enthalten und Z[i] ist ganz abgeschlossen in Q(7).

* * *

b) (2 P.) Z[2i] ist ganz abgeschlossen in Q(2i).

Lisung: i = 1-2i € Q(2i) mit 241 = 0, und daher ist ¢ ganz iiber Z[2i] mit normier-
tes Polynom X2 + 1. Jedoch ist ¢ ¢ Z[2i]. Daher ist Z[2i] nicht ganz abgeschlossen
in Q(21).

* * *

c¢) (2 P.) Z[i] ist ganz abgeschlossen in Q(v/2,1).

Lésung: v/2 hat normiertes Polynom X2 — 2 iiber Z[i], ist jedoch nicht in Z[i]
enthalten. Also ist Z[i] nicht ganz abgeschlossen.

* * *

d) (2 P.) Z[\/5] ist ganz abgeschlossen in Q(v/5).

Losung: % + g ist ganz in Q(v/5), jedoch nicht ein Element aus Z[v/5], und daher
ist Z[v/5] nicht ganz abgeschlossen.

* * *

e) Z[\/7] ist ganz abgeschlossen in Q(v/7).

Lésung: Mit die Charakterisation der ganze Elemente in Q(v/7) vom letzten Ubungsblatt
konnen wir feststellen, dass Z[v/7] ganz abgeschlossen in Q(+/7) ist.

* * *

Hinweis: Korollar 10.4 benutzen.



Aufgabe 2: Sei R die C-Algebra R = C[X, X, ..., X,]/I. Fiihren Sie Noether-Normal-
isierung fiir R aus.

a)

(2P) Im Falln =3, I = (X3 — X2, X2+ X2 — 1),

Lésung: Wir setzen x = Xy + 1,y = Xo+ 1, 2 = X3+ I. z ist ganz iiber Clz, y],
denn 2% + 2% — 1 = 0. y ist ganz iiber C[z], denn y? — x3 = 0. Letztendlich ist x
algebraisch unabhéngig, denn fiir jedes o € C konnen wir ¢ durch x — «, y —
BB =a?und z — iva? + 1 setzen. Dann ist ¢(z° — y?) = a® — 3% = 0 und
P+ 22 —1) =+ (iy/(a+1)? -1 =0a?>—-a?+1—1=0. Also ist ¢ ein
Algebrahomomorphismus R — C, die x auf ein beliebiges o abbildet, und daher ist
2 unabhéngig laut Korollar 10.8.

2P)ImFalln=2,1=(X?+X7—-1,X, — X?).

Lisung: Setze v = X1 + I, y = X5+ I. Dann ist y ganz iiber C[z], denn y — 2% = 0.
Eine Umschreibung der Relationen ergibt

2 +y2—-1=0 > +y2—-1=0 ?+2t—1=0
= =
22 —y=0 y = 2° y = z°

und daher ist x ganz iiber C.

(2P) ImFalln =2, I = (X?X,, X1 X3).
Lésung: Wir erhalten durch Xl = X; — A X5 die neuen Relationen
AX3 420X X2+ X2X, =0
AX3+ X, X2=0

und mit A = 1 ergibt dies die Relationen

X3 42X, X2+ X2X, =0
X3+ X, X2

Dies zeigt dass X, + I ganz iiber C[X; + I] ist.

Nun, fiir ¢ definiert durch X; — «, X5 — 0 ergibt sich erstens ng(Xl) =o(X1—Xy) =
a — 0 = a, und weiterhin $(X7X3) = a*-0 =0 = a-0* = ¢(X,X3), und daher
ist ¢ eine Algebrahomomorphismus, wie benttigt. Daher ist X; + [ algebraisch
unabhéngig.



d)

(2 P) Im Fall n = 3, I = (XlXQ,Xng).

Losung: Wir setzen v = X1+ 1,y = Xo+ I, z = X3+ 1. Mit £ = © — z erhalten
wir die neuen Relationen

2y +yz =10
P2 4+i2=0

und konnen daraus schlieflen, dass z ganz tiber C[z, y| ist. Weiterhin ist, fiir o, 5 € C,
wenn wir eine Abbildung ¢ fiir das Korollar 10.8 benutzen wollen, die Bedingungen
auf ¢ wie folgt:

P(7) = ¢(r —2) = a
o(y) =0
d(xy) = p(zz) =0

Setzen wir nun x — 0, y — [ und z — —a, kdnnen wir leicht verifizieren, dass alles
stimmt. Daher sind z,y algebraisch unabhéngig, mit z ganz iiber C[z, y].

* * *

Im Fall n = 3, T = (X2X;3 + X2 X2, X1 X, X;).

Losung: Setzen wirerst t = X1+ 1,y = Xo+1, 2 = X3+ I, dann ist mit y =y — Az
die Relationen

(G+ 222+ (G +A2)22 = (N + N2+ (200 +9)2° +9°2 =0
)z + ez =0

und so wihlen wir ein A mit A> + A = 1. Die entsprechende quadratische Glei-
chung hat Losung A = %\/g, und mit dem Wahl von A = _1+*/5 erhalten wir die
Relationen

2Vt 4+ 922 =0
—1+v5
——— 2z

=0
2

ryz +

Dabher ist z ganz iiber Clz, y]. Fiir o, € C konnen wir die Abbildung ¢ mit z — «,
y +— (3, z +— 0 ansetzen. Dann ist ¢(§) = ¢(y —A2) = B—X-0 =3, ¢(y?2+yz?) =0
und ¢(zyz) = 0, und daher entspricht ¢ die Voraussetzungen in Korollar 10.8, und
so sind x, § algebraisch unabhéngig.

* * *



