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25.10.00

1. Lineae Gleichumgssy/steme

1.1Bem.. Wir starten mit einem Beispid :
X+y+2z=9
2x+4y-3z=1
*) 3x+6y-5z=0
-X+3y+z=8
Fragen: (I) Existieren Losungen, ockr ist das System unlGsbar ?
(I Fals (*) losbar ist, gibt es genau eine oder mehrere Losungen ?
(1) Wie bestimmt man ale Losungen ?
(V) Was fur eine Struktur bil det die Losungsmenge ?
(V) Wiekannman sich de Losungen geometrisch veranschaulichen ?

Einsetzen ergibt: x=1, y=2, z=3 also L6sung fur (*)
Allgemein het ein lineaes Gleichungssystem von m Gleichungen in n Unbekannten( Variablen)
X1;...Xndie Form

a1 XgtaXot. . FaunXn=h

(*)

BmX1t+amXz+. . F3mXn=bn
Dabel sind die Zahlen a;( i=1;...,m, j=1;...;n) und die Zahlen by;...;b, vorgegeben. Man nennt die
Zahlen g; die Koeffizienten und die Zahlen by;...;by, die Bekannten von (*). Eine Lésung von (*)
sind Zahlen x4;...;X, die die Gleichungen in (*) simultan erfill en. Jede solche Lésung falit man zu
einem n-Tupel ( X1;....Xn) Zusammen. Dabei bezeichnet man zwei n-Tupel ( X1;....Xn) und ( ys;..Yn)
genau dann als verschieden, wenn x;=y; ist fur eini zwischen 1 undn. Z.B ist (1;2;3)#(1;3;2).
Man nennt 2-Tupel auch Paae, 3-Tupel auch Tripel, 4-Tupel Quadrupel, usw. Als Lésungs-
menge von x bezeichnet man de Menge

L={( X1;..Xn) | (X1;..Xn) iSt L&sung von (*)}.

1.2.Bem.: Wir betrachten ein Gleichungssystem

*) x+2y=1

3x-2y=1

Die Lésungen der ersten Gleichung x+2y=1 hilden eine Gerade |, in der Ebene, diese geht durch
die Punkte (1,0) und(-1,1) A
Die Ldsungen der zweiten Gleichurg
bil den eine Gerade |, diese geht L2
durch de Punkte (1,1) und(3,4)
Beide Geraden schnei- L
den sich genau in einem
Punkt, némlich(¥2,Y).
Dieser ist die enzige Lésung von

(*).

1

Allgemeiner: Eine einzelne Gleichurng in zwei Unbekannten hat as Losungsmenge i.d.R. Eine
Gerade in der Ebene. Ausnahmen sind Gleichurngen der folgenden Form 0x+0.y=b die as
Ldsungsmenge entweder die ganze Ebene( b=0) oder dieleee Menge & (im Fall b=0) haben.

Ein lineaes Gleichurngss/stem in zwei Unbekannten hat as Losungsmenge den Durchschnitt der
einzelnen Losungsmengen der einzelnen Gleichungen. Bei Gleichungssystemen in mehr als zwei
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Unbekannten hat man ein @hnliches Verhalten. So ist die Lésungsmenge einer einzelnen Gleich-
ungin drei Variableni.d.R. eine Ebeneim Raum

1.3.Bem.: Gegeben sei ein lineaes Gleichungssg/stem (*)
Beispiel
Unter einer e ementaren Umformung von (*) versteht man folgendes:

Typ I: Die Addition eines Vielfadhen einer Gleichung zu einer anderen
Typ II: Die Multi plikation einer Gleichung mit einer von 0 \erschiedenen Zahl

Fur das folgende ist wichtig, dal3 sich bei einer elementaren Umformung die Ldsungsmenge nicht
andert; aus

() axXitasXxz+...+ax.=h und

(I axXitaxot...+auXs=b; folgt fur jede Zahl r

(") (grtray)Xit(gztraz)Xe.. H(@ntran)Xn=hb+rb;

Umgekehrt folgt aus den Gleichungen (1) und (1l") die Gleichurg (Il), indem man das (-r)-fache
von (1) zu (I") addiert.

Entspredhend kann man bel elementaren Umformungen vom Typ |l argumentieren.

1.4. Bem.: Die Tatsache, dal3 sich bel einer elementaren Umformung die Lésungsmenge nicht
andert, verwendet man dazu, um ein Verfahren zur Lésung von lineaen Gleichungssystemen zu
entwickeln. Dabel geht man von einem vorgegeben lineaen Gleichungssystem durch mehrfache
elementare Umformung systematisch zu einem einfacheren lineaen Gleichungssystem Uber,
dessen Losung man ummittelbar ablesen kann.

1.5.Bem.: Man kann bei der Behandung von lineaen Gleichungss/stemen Schreibarbeit sparen,
indem man sogenannte Matrizen verwendet. Eine mxn-Matrix ist ein rechtediges Schema von
Zahlen der Form

Zwel Matrizen der Form A wie oben undB betradhtet man al's genau dann gleich, wenn k=m und
[=n unda;=b; fur alei,j ist.

2.Vorlesung
26.10.00

Jedem lineaen Gleichungssystem (*) ordnet man eine Matrix zu, de Koeffizientenmatrix wie
unten( Mitte) und de erweiterte Matrix wie unten rechtsdehend.

allxl+a1zxz+' ' .+alan:bl 311 ....... aln 311 ....... alnbl
(*) a21)(1-'-'322)(2-'-' : '+a2an:b1 321 ------- a2n az e aanz
é | X ta X +.. .+armxn:bm a a a amnbm

Die dementaren Umformungen von(*) entsprechen elementaren Zeil enumformungen der
erweiterten Matrix.
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Erweiterte M atrix
X+y+z=3 1 1 1 3
*) X+2y-z=0 - 5
2x+5y-4z=-3 i
Entspredhendes Gleichungssystem

113 I-l 1036 X+ 326
1-2-3 I = {(01-2-3 y- 2z=-3
3-6-9/ v-3 0000

Losungsmenge: L={(-3z+6;2z-3;z) | z€ R }. L ist eine Gerade im Raum( Losungsvektor).

oNeN

1.6.Bem.: Oft ist es zwedkmaliig zwei Zeilen einer Matrix zu vertauschen. Dies kann man duch
mehrfache dementare Zeil enumformung erreichen.

() () €)= C)C

( Beweisfir die Vertauschbarkeit)

1.7.Bem.: Wieim obigen Beispiel kann man eine beli ebige Matrix durch mehrfache dementare
Zellenumformungen in eine Matrix der folgenden Form tberflhren:

001*.720*.>0*.. Teilweise sind de Abstande @was verzerrt, um die
Z=§000..0 1*x.x0*.. entstehende Matrix mogli chst genau wiederzugeben.
0000.. 0O 1* ..

Dabei steht * fur eine beli ebige Zahl( nicht unbedingt immer die gleiche).

Man sagt dazu, dal’ Z reduzierte Zeil enstufenform hat. Diese wird durch folgende Eigenschaften
charakterisiert:

1. Die Zeilen, de nur aus O bestehen, stehen ganz unten.

2. Enthdlt eine Zeile nicht nur 0, so ist die @ste von 0 \erschiedene Zahl eine 1( fuhrende 1).

3. Eine Spalte, die @ne fuihrende 1 enthdlt, enthdt sonst lauter O.

4.1n zwe aufeinanderfolgenden Zeilen, de nicht nur O enthalten, steht die fihrende 1 in der
oberen Zeile links von der fuhrenden 1in der unteren Zeile.

Man kann also jede beliebige Matrix A durch mehrfache elementare Zeilenumformungen in eine
Matrix Z in reduzierter Zeilenstufenform tberfiihren. Spéater werden wir das am Anfang etwas
Uberraschende Ergebnis zeigen, dal3 Z durch A eindeutig bestimmt ist, a'so unabhéngig davon, in
welcher Weise man de dementaren Zell enumformungen vornimmt.

An einer Matrix in reduzierter Zell enstufenform kann man die Lésungsmenge des entspredhen-
den lineaen Gleichungssg/stems unmittel bar ablesen.

Die Variablen, die zu den fuhrenden Einsen( gebundene Variablen) gehdren, sind eindeutig be-
stimmt, die frei wahlbaren nennt man auch , freie Variablen®.

1.8.Bem.: Ein lineaes Gleichungss/stem der Form
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nennt man homogen. Gegebenfall s gilt:

X +a X +.+4a X =0 () () hat stetsdietriviale Losung( 0;...;0)
A4, o () Sinds=(s;;...;s) undt=(ts;...;t,) Losungen von
8, X8 X +.+8 x =0 (*), o ist auch die Summe s+t:=(Si+ty;...;S+y)
*) . eine Lésung von (*).

(1) Ist s=(si;...;sy) €ine Lésung von (*) undr eine
keli ebige Zahl, so ist auch das Produk
r-s=(r-s;...r-s,) Losung von (*).

a xta x+. .+armxn:0

Satz: Ein homogenes Gleichungsgystem mit mehr Unbekannten als Gleichungen hat stets eine
nichttriviale Losung.

Bew.: Wir fuhren den Gaul3-Algorithmus durch. Dabei andert sich die Anzahl der Gleichungen
und Unbekannten nicht. Das entstehende lineae Gleichungss/stem in reduzierter Zell enstufen-
form hat auch immer noch mehr Unbekannte als Gleichungen( und ist immer noch homogen).
Daher mul3es freie Variablen geben, undfir diese kann man von Null verschiedene Zahlen ein-
setzen( nichttriviale L6sung).

1.9 Bem: Einem beliebigen lineaen Gleichungssystem (1) ordnet man das entsprechende homo-
gene lineae Gleichungssystem (H) zu.

a11X1+a12X2+' ' '+alnxn:b1 a11X1+a12X2+' ' '+a1an:O
1X1+a22X2+' ' '+a2an:b1 a21X1+a22X2+' ' .+a2an:0

() . (H)
a xta x+. .+armxn:bm a x+a X+. .+armxn:0

Es kann natlrlich vorkommen, dal3 das inhamogene lineae Gleichungss/stem nicht [Gsbar ist.
Hat aber (1) eine Losung s=(ss;...,Sy), SO gilt:

(1) Furjede Losung t=(ts;...t,) von (H) ist u:=st+t eine Lésung von (1).

(I Umgekehrt existiert zu jeder Lésung u von (1) genau eine Losung von (H) mit der Eigen-
schaft u:=s+t.

(1) Diese Beziehung der Losungsmengen L(I) undL(H) driickt man auch so aus: |L(I)=s+L(H) .

2. Matrizen:
2.1Def.: Die Addition vonMatrizen gleichen Formats wird folgendermal3en definiert.

Satz: Fir dleAddltlon vonMatrizen gelten defolgenden Redwenregel n:
() A+B=B+A (Kommutativgesetz)
(I (A+B)+C=A+(B+C) (Assoziativgesetz)

Bew.: folgt unmittelbar aus den entsprechenden Redchenregeln fir relle Zahlen.
Bem.: Wegen der Asziativitét und der Kommutativitét kann man auf die Klammern auch ver-
zichten und kuiz A+B+C schreiben.

1.11.00
2.2D€f.: Die mxn-Matrix Om, bezeichnet man as Nullmatrix.
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Sind keine Verwedslungen mit der redlen Zahl 0 zu beflirchten, so
(O ------- 0 schreibt man O statt O,

Bem.: Fir eine beliebige mxn-Matrix A gilt dann A+0=A=0+A

2.3Def.: Subtraktion zu einer Matrix.
= I a, Die negative Matrix wird C FETTTE -4,

definiert durch: - -
A=l 22 A= - I a,

Bem.: Offenbar gilt stets: A+(-A)=0 und-(-A)=A und-(A+B)=(-A)+(-B). Statt A+(-B) schreiben
wir A-B. Esist also

Auf diese Weise eghdlt man eine Subtraktion fur Matrizen.

2.4D¢€f.: Die Multiplikation einer Matrix mit der Zahl r( Skalar) wird definiert durch:

A qeennens a, ra ... r-a
rg e .:(r~a21 ....... r-a,
éml ------- a, f~aml ....... r-a

Satz: Fir die Multi pli kation vonMatrizen mit Zahlen gelten de folgenden Rechenregeln:
H r@EA)=(rsA (Assoziativgesetz)
(1) r(A+B)=rA+rB (Distributivgesetz)
(1) (r+s)A=rA+sA (Distributivgesetz)

Bew.: Der Bewels folgt unmittel bar aus den entsprechenden Rechenregeln fir Zahlen.

Bem.: Wegen (1) kann man Klammern sparen undkurz rsA schreiben. In (II) und (I11) haben wir
still schweigend vaausgesetzt, dal3 de Multiplikation stérker bindet als die Addition. Ausfuhrlich
hétten wir r(A+B)=(rA)+(rB) schreiben miissen. Off enbar gilt stets das folgende:

1-A=A, 0- A=Onp, I Omn=0mpn, (-1) - A=-A.

Man kann Matrizen mit Zahlen nicht nur von links, sondern auch von rechts multiplizieren. Da-
bei gilt das Kommutativgesetz: rA=Avr.

2.5D¢€f.: Das Produkt einer mxn-Matrix A=(g;) undeiner nxp-Matrix B=(by;) ist die folgender-
mal3en definierte mxp-Matrix C=(Cs):
Crs: :albls"' a2b25+- . -+arnbns

4143
124 12 27 30 1
- A= -f0-13 -
Bsp.: (1) (:2 6\(3) B (g% ; AB(C.;_4@)
\f
C

23
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Der Koeffizient in A - B an der Position 2,3 ist gerade 2- 4+6- 3+0- 5=26. Entsprechend wird bei
den anderen Positionen verfahren.

a.l. bll bl a.l.lbll+ a.l.2b21 a'.|.1b12+a.|.2b2
A= ! B= .B=
(”) ( 1 aZ) (b21 b2> AB (a21b11+ a22b21 a21b12+822b2

Bem.: (I) A-B ist nur definiert, wenn die Anzahl der Spalten von A die Anzahl der Zeilen von B
ist( Im Beispiel () ist B- A eben nicht definiert!). Die Anzahl der Zeilen von AB ist gleich der
Anzahl der Zeilen vonA, die Anzahl der Spalten vonAB entspricht der von B.
(I Warum definiert man das Produkt von Matrizen so und nmcht anders?
Wir stellen uns vor, dal3 die Matrizen in Bsp.(ll) mit folgenden Gleichungssystemen zu tun
haben: auyi1tawy».=7; D11X1+D12X=Y1

So1y1taedy=2> D211+ 022X2=Y5
Einsetzen ergibt: z;=au1(D1:X1+012X2) +au2(D21X1+020X2) = (80101 1+ @ 2001) Xa +H(Bu D12+ @u020) X2
Analog ist Zx=(81b11+aad01) X1+ (811t &ad22) X2
Man sieht, dal3 das Produk AB genau dem Einsetzen der lineaen Gleichungssysteme ineinander
entspricht.
(1) Multipliziert man de mxn-Matrix A mit der nx1-Matrix ergibt sich de mx1-Matrix

811 ....... aln Xl a11X1+a12X2+' : '+a1nxn

a X +a2 X +...+E:l2 X

A_ - N a, X_ X, AX_ 2171 2272 n"n
a a Xn ale+an2X1+...+aan

Man kann also jedes lineae Gleichungssystem auch as Matrixgleichung( redits) schreiben:

&, %+a, Xt '+alnxn:b1 2 P a, X, bl
+a X +.+8 X =

a,%+a,X%, a,.X, b1 & - N a, X, b2

a xta x+.+a X=b a 3 X b

m U RRRRREE

Fir das Prodult von Matrizen gilt das Kommutativgesetz i.A. nicht!

Satz: Fir das Produkt von Matrizen gelten die folgenden Redhenregeln:

H A-B)-C=A-(B-C) (Asnziativgesetz)

(I A(B+C)=AB+AC (Distributivgesetz)

() (A+B)C=AC+BC ( ” )

(1IV) r(AB)=(rA)B=A(rB)

(V) Dabel setzen wir voraus, dal3 die Formate von A,B und C so beschaffen sind, dal3 die ent-
sprechenden Produke Sinn macdhen( definiert sind), undr ist eine beliebige redl e Zahl.

Bew.: (I) Sei A=(a;) eine mxn-Matrix, B=(b;) eine nxp-Matrix und C=(c;) eine pxg-Matrix.
Dannist AB eine mxp-Matrix, (AB)C eine mxqg-Matrix, BC eine nxg-Matrix und A(BC) eine
mxqg-Matrix:

Das Element an der Position (i,j) in AB ist aiby+...+aqby.

Das Element an der Position (r,s) in (AB)C ist dso (a1bi1t...+&nbn) Cist.. . (@101t . .+8nbnp) Cos.
Das Element an der Position (k,l) in BC ist bCyt... 401G

Das Element an der Position (r,s) in A(BC) ist aso a1(bi1Cist...+01Cps) +...Fan(DmCist. . . +0npCps).
Daher stimmen de Elemente an der Position (r,s) in (AB)C und A(BC) Uberein, dso ist
(AB)C=A(BC).
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() Se A=(a;) eine mxn-Matrix, und seien B=(b;) und C=(c;) zwei nxp-Matrizen. Dann ist
B+C eine nxp-Matrix undA(B+C), AB, AC, AB+AC sind mxp-Matrizen.

Das Element an der Position (i,j) von AB bzw. AC ist ai1by+...+anby bzw. a:1cyt...+anCy.

Das Element an der Position (i,j) in AB+AC ist also die Summe aus den beiden Elementen von
AB undAC in der Position (i,j): aibyt...+adby+ aicy+...+anCy= ai(by+cy)+...+an(by+cy).

Dasist genau das Element an der Position (i,j)) von A(B+C). Folglich gilt AB+AC=A(B+C).

(1) Analog zu (1)

(IV) Seien A undB wiein (). Das Element an der Position (i,j) in r(AB) bzw. (rA)B bzw. A(rB)
ist dann: r(aiby+...+anby) bzw. (ras)byt...+(ran)by bzw. ai(rby)+...+aq(rby). Alle drel Terme sind
aber gleich, darausfolgt die Richtigkeit der Behauptung.

2.6Bem.: Dafir das Produk von Matrizen das Asziativgesetz gilt, konnen wir wieder Klam-
mern sparen und kuz ABC bzw. rAB schreiben.

Def.: Die nxn-Matrix 10... bezeichnet man al's Einheitsmatrix des Grades n.
010.0
1= _
0

...... 0

Satz: Fur jede nxn-Matrix A gilt: 1,A=A=A1,.
Bew.: Folgt unmittelbar aus der Definition des Produks von Matrizen.

2.7Bem.: Eine Matrix nennt man quadratisch, fals ihre Zeilenanzahl mit ihrer Spaltenanzahl
Ubereinstimmt. Fur jede quadratische Matrix bezeichnet man das n-Tupel( au; &;....an) as
Hauptdiagonale von A.

2.11.00
Wenn A=(a;) mxn-Matrix; B=(bw) nXp-Matrix, dannist AB=(cs) mxp-Matrix:
Crs: albls+ . -+anbns

Def.: Eine mxn-Matrix nennt man:

() linksinvertierbar, falseine zu A linksinverse nxm-Matrix B existiert mit BA=1..
(I reditsinvertierbar, falls eine zu A rechtsinverse nxm-Maitrix C existiert mit AC=1.
(1) invertierbar, falls A linksinvertierbar undredtsinvertierbar ist.

Satz: Zu jeder invertierbaren mxn-Matrix A existiert genau eine mxn-Matrix D, die die beiden
Eigenschaften mit DA=1, und AD=1,, erfiillt. Man nennt D die zu A inverse Matrix undschreibt:
D=A"*

Bew.: Sal A einereditsinvertierbare mxn-Matrix undseien B undC wiein (1) und(ll):
B=B-1.,~B-A-C=1,-C=C; adso BA=1, und AB=1,. Ist E eine beliebige mxn-Matrix mit
EA=1, undAE=1,, so zeigt die gleiche Rechnurg: B=B- 1,~B- A - E=1,- E=E.

Bsp.: (1) A ist invertierbar, denn fur die Matrix B gilt:

OO -

Esist logisch, dal3 jedeinvertierbare Matrix quadratisch ist.

1

(IHA= ist linksinvertierbar, denn fir B= 0 gilt BA=1,. Daher ist B linksinvers zu
01 1

A.
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oligen Satz folgt, dal3 A nicht invertierbar sein kann, denn sonst wére
B=B1;=BAA'=1,A'=A" undanalog B;=A", also B=B,, was nicht der Fall ist
Dal3 A nicht invertierbar ist, kann man auch drekt sehen, denn fir jede 2x3-Matrix E=(g)) gilt:

€1 € €13 10
AE=f e,e,e. 0 7010
00 0

2.8Bem.: (1) Fir jede invertierbare mxn-Matrix A ist AA*=1,, und A*A=1,. Daher ist auch A*
invertierbar mit der inversen Matrix A:

(I FOr eine beliebige invertierbare mxn-Matrix A und eine beliebige invertierbare nxp-
Matrix B gilt: AB-B*-A'=A-1,-A*=A-A'=1,undB*-A*-A-B=B*- 1,-B=B*: B=1,.

Daher ist auch AB invers mit inverser Matrix B*A™: \(AB)'lz(B'l) : (A'l)\ (Reihenfol ge beachten!)
(1) Wegen 1,- 1,=1, ist die Einheitsmatrix stets invertierbar und|1,’=1,.

(V) Wie kann man feststellen, ob eine vorg mxn-Matrix A redhtsinvertierbar ist, und wie kann
man gegebenfall s eine zu A redhtsinverse Matrix berechnen? Dazu madit man den Ansatz

X - Xy, | Mit den Unbekannten x; undsieht sich de Matrixgleichurg AX =1, genavier
X= .
e X

Fur é 0 ; gilt auch BA=1,. Linksinverse Matrizen sindi.A. nicht eindeutig. Aus dem
B,=
1

an. Ein Vergleich der ersten Spalte liefert das lineae Gleichungssystem(l)
mit der Koeffizientenmatrix A. Darauf kénren wir den Gaul3-Algorithmus
anwenden( Gibt es keine Losung, so ist die Matrix A nicht rechtsinvertierbar).
Ein Vergleich der zweiten Spalte von AX und 1, liefert(11):
a X +.+a x =1 a X +.+a X =0 Entsprechend kann man fur die
" nmo Ubrigen Spalten vargehen( Gibt es
( %le1+' 48Xy =0 ( §21X11+' +a,x,=1 dannirgendein urlosbares Gleich-
. . ungssystem, so ist die Matrix nicht
a X +.+a x =0 a x +.+a x =0  redisinvertierbar).

Wir sehen, dal? die Berechnurg einer Matrix X mit AX=1,, auf die Losung von lineaen Gleich-

ungssy/stemen mit Koeffizientenmatrix A undredten Seiten 1 0 0
hinauslauft. Esist 6konamischer, diese m lineaen Gleichurgs- 0 1 :
systeme simultan zu |6sen. Dazu fald man de m redten Seiten , Aok R
wieder zur Einheitsmatrix zusammen. Man schreibt die Matrix - . 0

A und 1, nebeneinander undwendet auf A und 1, die gleichen

elementaren Zeil enumformungen an.

(V) Ahnlich kann man vorgehen, um festzustell en, ob eine vorgegebene Matrix A  linksinver-
tierbar ist. Um festzustellen, obeine Matrix A invertierbar ist, kann man wie folgt vorgehen:

Wie oben prift man, ob eine mxn-Matrix X mit AX=1,, existiert( Wenn es keine gibt, ist A
nicht ma redtsinvertierbar). Existieren verschiedene Matrizen X,Y mit AX=1,~=AY, s0 ist A
nicht invertierbar( Denn sonst wéare X=1,X=A"AX=A"1,=A", aber analog Y=A").

Es bleibt der Fall, dal3 genau eine mxn-Matrix X existiert mit AX=1,. Man braucht also nur
noch nachzuprifen, ob auch XA=1,. Fals nicht, so ist A nicht invertierbar, falls ja, so ist A
invertierbar mit X=A".

(V1) Wir werden bald sehen, dal3 fur jede redhtsinvertierbare mxn-Matrix m<n gilt.

Analog glt fur jede linksinvertierbare mxn-Matrix n<m.

Darausfolgt: jede invertierbare Matrix ist quadratisch; dan<m undm<n= m=n.

Ferner werden wir sehen, dal3 eine quadratische Matrix genau dann links( rechts)invertierbar ist,
wennsie auch redhts( links) invertierbar ist. Das vereinfacht den Nachweis der Invertierbarkeit.

2.9Def.: Fur jede mxn-Matrix A undr €IN definiert man die r-te Potenz von A durch A":=
AA .. A(r Faktoren). Zusétzlich definiert man A°=1, (0 £WVin der Vorlesung).
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Bem.: Dannist jewellsA'A>=A"5 und(A")>=A"".

Dagegen ist i.A. (AB)'#AB"!

Sind aber A undB vertauschbar, das heif3t AB=BA, so gilt auch des.

2.10D€f.: Fir eine mxn-Matrix A definiert man die zu A transponierte Matrix A™( die Indizes

(a .a. ) c ) werden vertauscht).

Satz: (I) Fir jede Matrix A ist (AT)'=A
(Il) Fur beliebige mxn-Matrizen A,B ist (A+B)"'=AT+B".
(I Fur jede Zahl r undjede Matrix A ist (rA)"=rA".

(IV) Fir jede mxn-Matrix A undjede nxp-Matrix B ist|(AB)'=B"A",
(V) Fur jede rechtsinvertierbare Matrix A( mit rechtsinverser Matrix B) ist AT linksinvertierbar

(mit linksinverser Matrix B).
(V1) Fur jedeinvertierbare Matrix A ist auch AT invertierbar mit

Bew.: (I-1l1) sind dfensichtlich.

(AT)'lz(A'l)T

8.11.00

(IV) Da AB eine mxp-Matrix ist, ist (AB)" eine pxm-Matrix. Da A" eéine mxn-Matrix ist und
B™ eine pxn-Matrix ist, ist BTAT eine pxXm-Matrix. Das Element an der Position (i,j) von (AB)"
stimmt mit dem Element an der Position (j,i) in AB Uberein, und desesist:
a:by+.. +anbn=bua.+.. +bnan. Letzteresist genau das Element an der Position (i,j)) in BT AT,

(V) AusAB=1, ergibt sich mit (IV): 1,=1.'=(AB)'=B'A".

(V1) folgt aus (V) und der Aussage, die man aus (V) erhélt, indem man redhts undlinks tauscht.

2.11.Dé€f.: Eine quadratische Matrix A mit A™=-A( bzw. AT™=A) nennt man anti-(Symmetrisch).

Bsp.:

WN P

23 _ 01 , :
4 5§ Symmetrisch _1 0-3) Antisymmetrisch
56 -2 3

Bem.: Aus Satz 2.10folgt

() Fur Zahlen r,s und symmetrische( antisymmetrische) mxn-Matrizen A,B ist auch rA+sB
symmetrisch( antisymmetrisch). Ist A invertierbar, so ist auch A symmetrisch( antisymme-

trisch). .A. Ist aber AB nicht symmetrisch( antisymmetrisch).

Dagegen ist stets AB+BA symmetrisch( AB-BA antisymmetrisch).
(1) Fir eine beliebige quadratische Matrix A ist Y2(A+A") und %(A-A") antisymmetrisch. Man
kann also jede beli ebige quadratische Matrix als Summe einer symmetrischen und einer antisym-

metrischen Matrix schreiben.

3. Der Rang

3.1.Def.: Seien m,neIN. Fir i=1;...,m undj=1;...;n sei E; die mxn-Matrix, die 1 an der Position

(i,)) enthdlt und Osonst. Man rennt E;; eine Matrixeinheit.

Bem.: FUr jede mxn-Matrix A=(g;) gilt offenbar: A=(ay:E11+... +anEn)+.. H(@mEm+... ta&mEm).

0 sonst
3.2De€f.: Eine mxn-Matrix der Form Ujj(r):=1.+rE; (reR,i#j)

(I Es gelten de Regeln -
ElekI_ E”J “
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nennt man elementar vom Typl. Eine mxXm-Matrix der Form 1 O
1
(0#reR) nennt man elementar vom Typll. D (1)= ;
i O 1
"

Bsp.: elementar vom Typ |  elementar vom Typ Il

OO

Bem.: (l) Fir ale r,SelR ist Uij(r)Uij(s)=(1m+rEij)(1m+sEi,-)=1m+rEi,-+sEi,-+rsEi,-Ei,-=1m+(r+s)Ei,-:Ui,-
(EijEij:O ), das hei&‘Uij(r)Uij(S):Uij(H'S), insbesondere ist Uij(l’)Uij(-l’):lm. Analog ist Uij('r)Uij(r):
1 Daher ist U;(r) invertierbar undes gilt:| Uy(r) *=Uj(-r).
(1) Fur r,seR mit r=0#sist analog|Di(r)Di(s)=Di(rs). Insbesondere ist Di(r)Di(r*)=1n. Daher ist
Di(r) invertierbar undDi(r)*=Di(r™).
(I1) Sei A eine beliebige mxn-Matrix. Dannist Uj(r)A die Matrix, die aus A durch Addition des
r-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile entsteht. Analog ist Di(r)A die Matrix, die aus A durch
Multiplikation der i-ten Zeile mit r entsteht. Eine elementare Zeil enumformung von A entspricht
also der Multiplikation von A mit einer elementaren Matrix von links( Daher die Bezeichnurg
elementare Matrix).
Geht also eine mxn-Matrix C durch k elementare Zeil enumformungen aus der Matrix A hervor,
so existieren elementare Matrizen E;;...;Ex mit C=E,...EA. Daher ist die Matrix F.=E;...Ex inver-
tierbar mit C=FA.
Satz: Fur eine mxn-Matrix A=(a;) sind de folgenden Aussagen aquivalent:
(2) A ist linksinvertierbar.
(2) Fur jede Wahl vonys;...;ym hat das lineae Gleichungssystem a X *.+a X =y,
hdchstens eine Ldsung. :
(3) Fur irgendeine Wahl von ys;...;ym hat daslineae Gleichurngs- -
system (*) genau eine Losung. a Xt.ta xX=y,
(4) Das homogene lineae Gleichungss/stem mit der Koeffizientenmatrix A hat nur die triviale
Losurg. 1 0.0
(5) Der Gaul>-Algorithmus madt aus A eine Matrix der folgenden Form: 0°1 0

001

0.....0

(*)

Bew.: Wir zeigen (1)=(2)=(3)=(4)=(5)=(1)
(D)=(2) Sa A linksinvertierbar. Wir wahlen eine feste zu A linksinverse
Matrix B. Sei (X1;...;Xn) €ine Losung von (*). Dannist

()-0) = ()-()=0)-()

Folglich ist( Xi;...;Xn) €indeutig bestimmt.

(2)=(3) Setze y,=y,=...=0.

(3)=(4) folgt aus Bemerkung 1.9

(4)=(5) Seai (4) erfillt. Wir wenden auf die Matrix A den Gaul>Algorithmus an und missen
sehen, dal’3 die am Ende entstehende Matrix C die gewtinschte Form hat. Das homogene lineae
Gleichungssystem mit Koeffizientenmatrix C hat ebenfals nur die triviale Losung. Man kann
also keine der Unbekannten x;...;x, frei wahlen. Daher missen alle Unbekannten zu fihrenden
Einsen gehdren. Da C eine mxn-Matrix ist, mul3sie die angegebene Form haben.

(5)=(1) Sa C die angegebene Matrix. Nach Bemerkung 3.2(11) ist C=FA fir eine invertierbare
Matrix F. Setzt man 1 0.0 Q....0 dannist DC=1,. Daher ist DFA=DC=1,. Folglich ist
A linksinvertierbar D= 8 é (1)-0 0 ) mit linksinverser Matrix DF.

3.3.Bsp.: Ist die folgende Matrix linksinvertierbar ? A= Wir machen den folgenden

122
Ansatz: 123
35
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und letradten de Gleichung XA=1;. Oder einfacher die dazu aquivalente
Gleichung AT™X™=1s.

1113 10
AT= 1225 01
1236 00

1113 rl
=fo112 ={-
0123 -1 -

212-10 (Probe!)
0-110

) Wir betrachten nach das lineae Gleichungss/stem

( ) (1) Ist (X1; X2; X3) ene Losung, so gilt:
2
) 4

210
0) Wir erhalten zum Beispiel die Losung x 1= (é ii) ,
0
2100
17 dasheirt x:( 000

[
or o
OO

1001 2-10
:(0112)1-1 :(110

0011 0-11 . « « 1 .
_f 1001 _ 2?10 , F=10 % J=xA | % } =X 1y={2
={ o101 = {121 2 1

0011 0-11 uS % % 4

Man rechnet nach, dai’ tatsadhlich x;=1, x,=-1, Xs=1 eine Losung ist. Das trifft zu.

9.11.00
Bem.: Aus (5) folgt, dal3 furr jede linksinvertierbare mxn-Matrix gilt: n<m. Durch Transporier-
en folgt, dal’ fUr jede rechtsinvertierbare mxn-Matrix gilt n=m. Daher ist jede invertierbare Ma-
trix quadratisch.

Satz: Fur eine mxn-Matrix A=(a;) sind de folgenden Aussagen aquivalent:

(2) A ist rechtsinvertierbar.

(2) Der Gauls-Algorithmus madit aus A eine Matrix ohne Null zeil en.

(3) Fir jede Wahl vonys;...;ym hat das lineare Gleichungssystem (*) mindestens eine Losung:

*)

a X+.+a X=y
Bew.:
(1)=(2) Se A redtsinvertierbar und B eine zu A rechtsinverse Matrix. Der GaulsAlgorithmus
madt aus A eine Matrix C. Nach Bemerkung 3.2(111) existiert eine invertierbare mxm-Matrix F
mit C=FA. Folglich ist doch CBF'=FABF'=F1,F'=FF'=1,. Daher kann C keine Null zeil en ent-
halten( wegen der Defintion der Multi plikation vonMatrizen und @ Einheitsmatrix ).
(2)=(3) Wir wenden auf unsere Matrix A den Gaul3Algorithmus an und bezeichnen die am
Ende entstehende Matrix ohre Nullzeilen mit C=(c;). Sind yi;...;ym beliebig vorgegeben, so ist
das lineae Gleichungssystem (*) &quivalent zu einem lineaen Gleichungssystem der Form:

C X .. +C X =y,
(+
C X+.+C X=y
Da C reduzierte Zell enstufenform hat undkeine Null zeil en enthdlt, ist (** ) |6sbar. Daher ist auch
(*) losbar.
(3)=(1) Sa (3) erfullt. Wir setzen zunadst y.:=1, y.=...=y,=0. Dann existieren Xis;...;Xm Mit( S.
S.12):
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a X, t.ta x 1:1

a11X11+' ' '-'-aZanlzO

a x t.ta x 1=0

Als nadhstes setzen wir y1:=0, y»>=1, ys=...=y,=0. Dann existieren analog Zahlen mit X12;...;Xn, Mit

X, 0) Auf diese Welse fahren wir fort und erhalten so Zahlen
(. ) 1 xi(i=1;...n;j=1;...m) mit c X )
A- = 0 117" Mm
' A : =1
X, : . "
e X

Damit ist A redhtsinvertierbar.

3.4 Satz: Fur eine nxn-Matrix A=(a;) sind folgende Aussagen aquivalent:
(1) A istinvertierbar.
(2) A ist linksinvertierbar.
(3) A ist rechtsinvertierbar.
(4) Fur jede Wahl von Zahlen y;;...;y» hat das folgende lineare Gleichungssystem genau eine LOs-
ung.
a11X1+' ' '+a1nxn:yl

(*)
anlxl+' ' '+annxn:yn
(5) Der Gaul>-Algorithmus madit aus A die Einheitsmatrix.

(6) A lal3t sich als Produkt elementarer Matrizen schreiben.
Bew.: (1)=(4)<=(5) folgt aus 3.2 und 3.3.

(1)=(2) und(1)=(3) sindtrivial.
(2=(5) Sei A linksinvertierbar. Nadh Satz 3.2 madt der Gaul>Algorithmus aus der Matrix A
eine Matrix der Form é 2---8 . Da C auferdem quadratisch ist, ist C=1,.
C=
001

0.....0
(5)=(6) Se (5) erflllt. Nach Bemerkung 3.2(1ll) existieren elementare Matrizen E;;...;Ex mit
1,=E....E/A. Folglich ist die Matrix A=E*...E;* mit elementaren Matrizen E;™.. Ec*.
(6)=(1) Seien E;;...;Ex dlementare Matrizen mit A=E;.. Ex. Mit E;..Ei ist also auch A invertierbar.
(3)=(1) Sei A redhtsinvertierbar, dann ist AT linksinvertierbar. Nach dem, was wir bereits be-
wiesen haben, ist AT invertierbar. Folglich ist auch A invertierbar.

3.5.Def.: Man nennt zwei mxn-Matrizen zeil endquivalent undschreibt A~,B, falls man A durch
mehrere dementare Zeilenumformungen in B Gberflihren kann.

Bem.: Nadh Satz 3.4 und Bemerkung 3.2(111) gilt genau dann A~,B, wenn eine invertierbare Ma-
trix F mit FA=B existiert. Ferner zeigt der Gaul3Algorithmus, dal3 jede Matrix einer Matrix in
reduzierter Zeil enstufenform zeil endquivalent ist.

Satz: Fir mxn-Matrizen A,B,C gilt stets:

n A~-A (Reflexvitat)
() AusA~B folgt B~A (Symnretrie)
() AusA~.B undB~,.C folgt A~,C (Transivitat)

Bew.: (I) Stetsist 1,A=A.

() Sei A~,B, dann existiert eine invertierbare Matrix F mit FA=B. Daher ist F* invertierbar mit
A=F'B, d.h.B~A

(1) Sei A~,B und B~,C. Dann existieren zwel invertierbare Matrizen F und G mit FA=B und
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GB=C. Folglichist das Produk GF invertierbar und GFA=GB=C, d.h.A~,C.

3.6. Satz: Gegeben seien mxn-Matrizen Y =(y;) und Z=(z;) in reduzierter Zeilenstufenform mit
Y~Z Dannist Y=Z.

Bem.: (I) Aus dem Satz folgt insbesondere, dal? die Matrix, die aus einer vorgegebenen Matrix A
durch Anwenden des Gaul3Algorithmus entsteht, durch A eindeutig bestimmt ist, also nicht von
den Wahimdgli chkeiten innerhalb des GaulAlgorithmus abhéngt.[Wir wenden zwel Varianten
des GaufZAlgorithmus an und erhalten am Ende Y und Z in reduzierter Zeil enstufenform. Dann
ist A~Y undA~.Z, aso auch Y~,Z. Aus 3.6folgt a'so Y=Z].

(1) Will man entscheiden, ob vorgegebene mxn-Matrizen A und B zeil endquivaent sind, kann
man folgendermal3en vorgehen. Wir wenden auf A und B den Gaul3>Algorithmus an und be-
zeichnen die am Ende entstehende Matrix mit Y bzw. Z( Dannist A~,Y und B~.Z). Im Fall
Y=Zist A~,Y=Z~,B, also auch A~,B.

Im Fall Y#Z ist A nicht zeilendquivalent zu B( Denn sonst wére A~,Y und A~B~,Z, aso auch
Y ~.Z; Widerspruch zu 3.6.

Vorgehenweise: Wir woll en feststell en, ob zwei Matrizen zeil endquivalent sind und gegebenfall s
eine invertierbare Matrix F mit FA=B konstruieren. Dazu wenden wir zunachst auf A den Gaul¥
Algorithmus an und nehmen dabei gleichzeitig dieselben elementaren Zeilenumformungen an
der Einheitsmatrix vor.

Im Schritt i des Verfahrens gilt dabel jeweils MiA=N;( Ni[M] ist [Einheits-]Matrix von A, R[S]
entsprechend fir B). Dabel gilt jeweil s RB=S. Insgesamt ist also A~,N,=S,~,B. D.h. A~B.
Ferner ist R,B=S,=N=M,A. Wir berechnen as nachstes R,*. Dannist B=R,"M,A=:FA.

3.7. Def.: Gegeben sei eine mxn-Matrix A. Die durch A eindeutig bestimmte Matrix in redu-
zierter Zeilenstufenform, die zu A zellenaquivalent ist bezeichnen wir mit Z. Die Anzahl r der
von Null verschiedenen Zellen der Matrix Z nennt man den Zeilenrang von A. Man schreibt:
r=zr(A).

Hier ist z.B M1:A=N;=A. Anaog fir B.
15.11.00

Bew.(von 3.6): Wegen Y ~,Z existiert eine invertierbare mxm-Matrix U=(u;) mit Z=UY. Wir

schreiben: 0..0y, Y,

(s=Numrer der Spalte in

0..000...9,, Yon der die filrende 1 stehen
ve | soll)

0..000..000..Y y.

0.. 0 Weitere Zeilen sind

| Nullzeilen

0.. 0

Mmit §,<S,<...<s undyis=...=Yx=1 undyis=0 fir i#j. Mit X bezeichnen wir die Matrix, die aus
den ersten r Zeilen vonY besteht, d.h., Wir werden zeigen, daBU dieForm|,,_ (1 *
hat Y= 0 U= 0 *

pamiaz-v-(37) (9-()

Beim Beweis argumentieren wir mit Induktiion rach r!
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I
Waére u;=0, so ware auch Ws=.. —uml—O da Z redwzierte Zeil enstufenform hat. 90 Unm *
Dannwére die erste Spalte von U gleich 0, also auch die erste Spalte U™ - U=1,,,, was nicht so ist.
Also ist u;;#0. Da Z reduzierte Zeill enstufenform hat, folgt u;;=1 und uz:=...=un=0. Damit hat U
die gewlnschte Form.
Wir haben also den Induktiionsanfang erledigt. Sei jetzt r>1 und de Behauptung fir r-1 bewiesen.
Wir bezeichnen mit Y g UNd Zqe die Matrizen, die aus den ersten s-1 Spalten von'Y bzw. Z be-
stehen. Damit haben Y qe Und Zqer €benfall s reduzierte Zeil enstufenform, undes ist Zge=UY gue-
DaY qe Nur r-1 von 0 verschiedene Zeil en hat, folgt aus der Indultionsvoraussetz-ung, da3 U die
Form U= (1r—1 *\ tat. Daher ist Zge=UY qe=Y qer, d.h. de asten s-1 Spalten vonY undZ

B stimmen Ulerein.

Wegen Z=UY undy,s=1 het dies-te SpaltevonZ dieForm £ 4« Uy,
Wir nehmen zunadst z.s=0=u, an. Da Z reduzierte Zeil en- =

Im Fall r=1 hat Y dleForm 0.0 1*." N Daher hat Z=UY die Form 0.0 u, *.* \ .
9 7= 0.0 u,, *...*)
| R
0... |

stufenform hat, ist dannauch ur ur+1 =...=Un=0. Damit hat U

die folgende Form: (1r )
U= 0 O *§— r.

Der GaulZAlgorithmus\\0 00 */ kannaso ausU nicht die Einheitsmatrix macdhen. DaU aber

invertierbar ist, widerspricht | dies Satz 3.4 (5). Also ist zs=U,#0. DaZ reduzierte Zeilen-

stufenform hat, folgt z.«=u=1 'und de s-te Spatevon Z hat die Form 0
Damit hat auch der-te Spalte von U diese Form undganz U hat die 0
gewiinschte Gestalt. 1 r
0
Bsp.3.7: (Zeilenrang) o
123 10-1
A= 456 012 J Alsoistzr(A)=2 ( von O \erschiedene Zeil en).
789 red. 000
Zellenstufenform

Bem.: Offenbar ist zr(A) die Anzahl der gebundenen Variablen im homogenen lineaen Gleich-
ungss/stem (*) mit Koeffizientenmatrix A. n-zr(A) ist die Anzahl der freien Variablen in (*).

3.8.Bem.: (1) Analog zu den elementaren Zell enumformungen einer Matrix, der reduzierten Zei-
lenstufenform, der Zeilendquivalenz ~, und dem Zeil enrang zr(A) definiert man elementare Spal-
tenumformungen, die reduzierte Spaltenstufenform ~s und den Spaltenrang sr(A). Offenbar geh-
en die entsprechenden Begriffe durch Transponieren ineinander Uber. Daher gelten analoge
Sétze. Diese werden wir im folgenden benutzen:

Z.B: entsprechen elementare Spaltenumformungen einer Matrix A der Multiplikation mit ele-
mentaren Matrizen vonredts.

(I) Gegeben seien 2 mxn-Matrizen A,B. Man sagt, dal3 A und B &guivalent sind, falls man A
durch mehrfache elementare Zeilen- und Spaltenumformungen in B tberfuhren kann. Dies ist
offenbar genau dann der Fall, wenn zwei invertierbare Matrizen U,V mit B=UAV existieren.
Man schreibt A~B. Man zeigt leicht, daR fir Aquivalenz ~ ein zu Satz 3.5 analoges Ergebnis gilt .

Satz: Fir eine natlrliche Zahl r undeine mxn-Matrix A sind gleichwertig:
Q) r=zr(A).

(2) A ist zu einer Matrix der Form (1r 0) aquivalent.

(3) r=sr(A). 0

Bew.: (1)=(2) Sal r=zr(A). Der Gaul>Algorithmus madit aus A eine zu A zeil endquivalente Ma-
trix Z in reduzierter Zeil enstufenform. Durch mehrfache elementare Spaltenumformung( genauer
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Spaltenvertauschung) wird aus Z eine Matrix der Form . Durch weitere elementare
Spatenumformungen wird aus T eine Matrix der gewtinschten Form.

(2)=(1) Sa (2) erfillt. Dann existieren invertierbare Matrizen U,V mit 1

In N undNV=UA verschwinden de letzten m-r Zeilen. Der Gau: ~ YAV= (o (Z) =N.
Algorithmus madt also aus UA eine Matrix Z in reduzierter Zeil enstufenform mit mindestens
m-r Null zeilen. Wegen Z~,UA~,A folgt zr(A) <r. Andererseits existiert eine invertierbare Matrix
R mit Z=RUA=RNV. Daher haben Z und ZV=RN mindestens m-zr(A) Nullzeilen. Der Gaul%
Algorithmus madit aus RN eine Matrix Y in reduzierter Zeilenstufenform mit mindestens m-
zr(A) Nullzeilen. Da N selbst reduzierte Zeilenstufenform hat und zu RN zeilendquivaent ist,
folgt N=Y. Insbesondereist m-r>m-zr(A), d.h.r<zr(A). Insgesamt ist also r=zr(A).

(2)=(3) analog.

3.9. Bem.: Nach satz 3.8 ist zr(A)=sr(A) fur jede Matrix A. Man spricht daher auch kurz von

dem Rang von A undschreibt rg(A):=zr(A):=sr(A).
Satz: Zwel mxn-Matrizen sind genau dann aquivaent, wenn sie den gleichen Rang haben.

Bew.: Sal r:=rg(A) undB~A. Nach Satz 3.8.ist A~ (1r 0 ,asoauchB~\ ' .Aus Satz
3.8folgt also rg(B)=r. Sl umgekehrt rg(A)=rg(B)=:r. 0 Nad Satz 3.8 ist dann:

A~ (1r O()-«B, also A~B.
0

Nacd Satz 3.8 existieren invertierbare Matrizen U undV mit der Eigenschaft, dal3 UAV die Ge-
stalt 1 hat. Wie findet man U undV?
UAV= (O

1 0() 16.11.00

Fur eine beliebige mxn-Matrix A schreibt man die drel Matrizen nebeneinander. Auf A wendet
man elementare Zeil en- und Spaltenumformungen an, kis man A auf die Form (1r 0) gebradt
hat. Dabel wendet man de Zeil enumformungen auch auf die Matrix 1, und 0 jede
Spaltenumformung auf 1, an.

U=1.-Matrix, V=1,-Matrix. Jeweil s ist U AV =A,, i=i-ter
12 3) Schritt des Verfahrens.

A=\ 456 _
789 Insbesondere ist dann UsAV s=As= (ér CC)) ]
5323 0 ! 100 101
4/3-1/3 0 010 01 -
1 -2 1 000 001
U5 (Ul) A5 (AI) V5 (V|)

3.10(Rangkriterium fur lineare Gleichungss/steme)
Ein lineaes Gleichungssg/stem (*) ist genau dann |6sbar, wenn der Rang der Koeffizientenmatrix
mit dem Rang der erweiterten Matrix Gibereinstimmt.
Bew.: Dasich bei elementaren Zell enumformungen weder an der Losbarkeit von (*) noch an den
Rangen der beteili gten Matrizen etwas andert, konnen wir annehmen, dal3 die erweiterte Matrix
reduzierte Zeil enstufenform hat( und damit auch de Koeffizientenmatrix):
alslxsl't- . -+a_Lan: bl

..008Q32X32+- . -+alnxn:b2

AsXgt.. FanXn=b,
@: br+1

G
Dieses lineae Gleichungssystem ist genau dann [dsbar, wenn by.1=...=b,=0 ist. Das bedeutet aber
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gerade, dal?3 de Koeffizientenmatrix und de eweiterte Matrix den gleichen Rang haben.

4.Determinanten
4.1.Bem.: Gegeben sa ein lineaes Gleichungssystem mit quadratischer K oeffizientenmatrix:
a11X11+="'+alan1:b Wir betrachten den Fall, dal? (*) genau eine Losung hat. Gibt es
eine Formel, die diese LOsung Xs;....X, durch de Koeffizienten g;
und die Bekannten by ausdriickt? Ja, sie wird durch , Determi-
nanten” geli efert.
Analog: Gibt es eine Formel, die die Koeffizienten der inversen Matrix A™ aus denen der inver-
tierbaren Matrix A berechnet? Ja, sie enthdlt ,, Determinanten*.
A11...8un
Def.: Die Determinante det(A):=|A[:=| :
finiert: 318
Ist n=1, al'so A=(a) setzt man det(A):=a Ist n>1 und die Determinante einer (n-1)x(n-1)-Matrix
bereits definiert, so setzt man :|A[FaulArl-ae|Azilt-.. +(-1)" au|An|; dabei ist Aj jewells die Ma-
trix, die aus der Matrix A durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht:
RN W Bsp.: n=2 |ab =ad-cb=ad-bc

cd
anl...a a

1

¢
a X *.+ta x=b

einer nxXn-Matrix A=(a;) wird folgendermal3en de-

Q

a1 a1-1,j-1 a1-1,j a1-1,j+1 1n
&

1 G 9 G+ Yn F3

.
]
ai+1,1 ai+1,j-1 ai+1,j ai+1,j+1 ai+1,n

ab :a| ef Td |bo‘ +g|b c‘:aé-afh-dbi +dch+gbf-gec
dafc‘ hi| hil lef
ghi
n,j-1 nj n,j+l'"ann

Allgemein ist |A| eine Summe von n! Termen. Schon fir kleine n ist die Definition fir die Be-
rechnurg von Determinanten unlrauchbar( da Redhenaufwand fakultativ wadst; NP-hart).

Wir werden daher die allgemeinen Eigenschaften von Determinanten herleiten, die die Beredr-
nung erleichtern. Wir beginnen mit Speziafalen.

Eine Matrix A der Form wie redits nennt man obere Dreledksmatrix. Fur
jede solche Matrix A ist |A|=
Die Determinante der ober- a, 0.
en Dreiecksmatrix istalso  *|i ™
das Produkt der Elemente
auf der Hauptdiagonalen.
Insbesondereist det 0,,=0 und at 1,=1.

Q)

Eine Matrix A der Form wie redhts nennt man untere Dreledksmatrix. Fur
jedes Iche A ist A=

a, 0....0 00O (0 U 0 A=
RN \\\ ‘\\
Al NN [[R] R a,,0 &)™
| \'\O \\ \'\ |
Loreeenes N peeneeeaeeans 12 Bt
g, g, 81010

Wir wollen uns Uberlegen, dai3 |A| auch in diesem Fall das Produk der Elemente auf der Haupt-
diagonalen ist. Dazu verwenden wir Indultion nach der Grél3e n der Matrix. Im Fall n=1 ist das
sicher richtig. Fir n=2 wére das acbO=ac Sei jetzt n>2 und die Behauptung fur (n-1)x(n-1)-
Matrizen bereits bewiesen. Dann ergibt die obige Gleichung |A|Faui(@ez. ..awn)-3e1(0 - 8ea...a0m)+-...+
(-1)™*au(0...0=aui(a2...an)=au1...an. Damit ist die Behauptung fur untere Dreiedksmatrizen ge-
zeigt.

Als Speziafél e halten wir folgendes fest:

(1) Die Determinante aner elementaren Matrix U;(a) vom Typ | ist stetsgleich 1.

(2) Die -t - Di(a) vom Typ Il ist stetsgleich a.
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Satz: (1) Fur k=1;...,n undr,seR giltja,,............. a, R an ot (,** =wielinks)
ak PETLITIIIOROS ak_lvn AL Lernnens Ak-1n *
rb+sc,....... rb +sc |=T| by.......... b [+S i Cn
ak+ll ........... ak+lvn a5<+11 ...... a<+1n *

r- I a, .';3.11 ......... Bn *
(1) Far k=1;...;n-1 gilt: Q1.v..nr Bun
a<11 A-1,n
bi........ e}
bi........ h |=0
Q<+2,1- o Bk+2,n
agql ...... a']n

Bew.: Wir argumentieren jeweil s mit Indukion rach n.

() Im Fal n=1ist die Sade einfach det(rb+sc)=rb+sc=r - det(b)+s- det(c). Sel also n>1 unddie
Behauptung fur (n-1)x(n-1)-Matrizen bewiesen. Wir bezeichnen die drei Matrizen mit A=(g;),
B=(ly;) und C=(c;).

Zu zeigen ist |JAJ=r|B[+S|C|. Nach Definition ist JAJFauAil-aedAzi+-...+(-1) ™ au|Anl. FUr ik ist
A1 eine (n-1)x(n-1)-Matrix der gleichen Bauart, aso |Ai1|=r|Bi[+s|Cii| nach Indukionsvoraus-
setzung. Aulerdem ist a;=bi;=cs. Flir den entsprechenden Summanden gilt also: (-1)™*a|Aii|=
(-D)™burBik(-1)""csICial-

Dagegen ist A«i=B=Ci: undau=rbi+sca. Der k-te Summand het also de Form (-1)*aa|Awul= (-
1)k+lbk1r|Bk1|+(-1)k+le1$|Ck1|. Insg&samt efgl bt sich: IA|:rb11|811|-rb21|821|+-...+(1 ”+1rbn1|Bn1|
+SC11|011| -SC21|021|+-. . .+(- 1)n+lSCn1|Cn1|: r|B|+S|C|

22.11.00
Bew.: (II) Zu zeigen it, dal die Determinante einer nxXn-Matrix mit zwei gleichen aufeinander-
folgenden Zeilen Null i st.
Im Fall n=2 ist|a b|= ab-ab=0. Sei also n>2 und die Behauptung fur (n-1)x(n-1)-Matrizen be-
wiesen.
Die Matrix aus dem Satz sei A=(a;). Die Definition ergibt: |Aj=auAr]-aea|Az+.. +(-1)™ auAn).
Fur k=i#=k+1 enthalt auch Ai; zwei gleiche Zellen, nach Induktionsvoraussetzung ist aso |Ai[=0.
Aulerdem ist Aklekﬂ,l und a<1:b1:&+1,1. Fol g|l chist IAIZ(-1)k+la<1|Ak1I+(-1)k+2a<+1,1|Ak+1,1|:0.

4.2 Satz: (1) Vertauscht man in einer nxXn-Matrix zwel Zeilen, so wird ihre Determinante mit (-1)
multi pli ziert.

(I) Die Determinante ener Matrix mit zwei gleichen Zeil en verschwindet.

(I1") Die Determinante einer nxn-Matrix mit einer Null zeil e verschwindet.

BeN . al al * * * * * *
. s .
(0] i i i i
q( q( * * * * * *
Lpeeseenenens an
b1+Cl .......... b +Cn bl .......... bn Clovevvennnn Ch bl .......... bn b1 .......... bn Cloveveennn Ch
......... Cn
0=|b+Cp.oonns b.+c Flbtc,.......... b +c +|b*C,.......... b+c=bi......... bn FiCrenn Cn (b bn+Cr.n Cn
a( q( * * * * * *
g on s
- I a * * * * * *
(,**“ =wiein der ersten Determinante) = =0

Damit ist die Behauptung fur den Fall bewiesen, dal3 die zu vertauschenden Zeilen benachbart



Mathe fir Informatiker( LA); Prof. Dr. Kilshammer, WiSe20002001 18

sind. Den algemeinen Fall fuhren wir darauf zurtick. Wir wollen also Zeile i und Zeile j vertau-
schen; dabei konnen wir i<j annehmen.

Zunadhst konren wir durch (j-i)-fache Vertauschung von jeweil s zwel benachbarten Zeilen die
Konfigurationi=i+1 undj=i erreichen. Dann fuhren wir noch j-i-1 Vertauschungen von jewell s
zwel benadh-barten Zeilen durch, um die endgiiltige Konfiguration jenge=iantang UNd ienge=janfang ZU
erhalten. Die Determinante &ndert sich also insgesamt um den Faktor (-1)-%(-1)7?=(-1)32=-1

(I Nad (1) kann man annehmen, dal3 die beiden ersten Zeilen von A Ubereinstimmen. Die Be-
hauptung folgt dann aus Satz 4.1(11).

(1) folgt aus Satz 4.1(1).

4.3 Satz: (1) Bei einer elementaren Umformung vom Typ | 8ndert sich die Determinante garnicht.
(1) Multipliziert man eine Zeile einer Matrix mit einer Zahl r, so wird ihre Determinante auch
mit r multi pli ziert.

(1) Multipliziert man eine nxn-Matrix mit einer Zahl r, so wird ihre Determinante mit r" multi-

pliziert.
Bew.: (I) Fur i#j gilt:ja............. a, CYPI | (AL an| [DieMatrix hat zwei gleiche Zeilen,
diei-te Zeileist gleich der j-ten].
- WSTOTR a,, Beldeennen Bn| B B-1n
artra....... antra = | ar..eee. Gn [ [@1eeeeen 8n
aHM ........... a|+1,n §+1,1 ...... Bi+1n i
an1 ............. £ T San Alennnnnnns San

(1) folgt unmittelbar aus Satz 4. 1
(1) folgt aus (I1).

Bem.: Es ergibt sich aso die gute Method—:- um Determinanten mit dem GaulZAlgorithmus zu

berechren: |1 1 1 111 ‘
1212010T %T (FOZ
1131 00 00
121 0103

4.4 Satz: Eine nxXn-Matrix ist genau danninvertierbar, wenn cet(A)=0 ist.

Bew.: Ob A invertierbar ist, oder nicht, wird von elementaren Zeilenumformungen von A nac
3.4 nicht beanflul¥. Ob det(A)+0 ist, wird nach Satz 4.3 auch nicht beanfluf®. Daher kann man
annehmen, dal? A reduzierte Zeil enstufenform hat.

Ist A invertierbar, soist A=1, nadh 3.4.Folglichist |A[=1+0.

Ist A nicht invertierbar, so ist A auch nicht redtsinvertierbar nad 3.4. Nadh Satz 3.3 enthélt A
Null zeilen, dso ist |A|F0 nach Satz 4.2(111).

Bem.: Nadh Satz 3.4ist A auch genau danninvertierbar, wennrg(A)=nist.

4.5 Satz: (Produktregel fir Determinanten; wichtig!)

Fur beliebige nxn-Matrizen A,B ist JAB|=|A|- |B|

Bew.: Ist A nicht invertierbar, so ist auch AB nicht invertierbar. Nadh Satz 4.4 sind in diesem
Fall beide Seiten der Gleichung Null. Daher kann man annehmen, dal3 A invertierbar ist. Nach
Satz 3.4ist dann A=E;...Ex mit elementaren Matrizen E,... E«. Fur jede dementare nxn-Matrix E
undjede beliebige nxn-Matrix G gilt nac Satz 4.3 |EG|=|E| - [G].

Daher ist |JABI=|E:...ExBI=|E,|. . |Ex| BIF|E.]. . |Ex-2|[Ex-1Ex| BI=. . =|E:...Ex|B|=|A| B

Bem.: Ist A invertierbar, so ist AA=1,,. Folglich ist 1=[1,[=|AA*=|A|A Y, also||AY=AL

4.6 Satz: Fir jede nxn-Matrix A ist |AT=|A|
Bew.: Ist A nicht invertierbar, so ist auch AT nicht invertierbar. Daher sind in diesem Fall beide
Determinanten Null. Sei also A invertierbar. Dannist A=E;...Ex mit elementaren Matrizen E;...Ex



Mathe fir Informatiker( LA); Prof. Dr. Kilshammer, WiSe20002001 19

adso A'™=E("..E,". Nach Satz 4.5 ist dso |A|F|E4|...|E] und |AT|F|E"|...|E:"|. Daher gentigt zu
zeigen, dal? [ET|=|E]| fur jede elementare Matrix E ist. Im Fall E=U;(a) ist E'=U;(a), also [E[F1=
[ET| undim Fall E=D;(a) ist E'=E, aso sicher |ET|=|E|.

Bem.: Aus dem Satz folgt, dal? alles was wir fir die Zeilen von Determinanten bewiesen haben,
entspredhend auch fur die Spalten gilt.

4.7 Satz: (Entwicklungssatz von Laplace

Fur jede nxn-Matrix A=(a;) und k=1;...;n gilt:

IAE(-1) “audAud+.. +(-1) "andAn-

Bew.: Man vertauscht zunachst die Spalten von A, so dal3 die k-te Spalte zur ersten wird unddie
Reihenfolge der tbrigen unverandert bleibt. Dabel andert sich die Determinante um den Faktor
(-1)**=(-1)*. Dannfolgt die Behauptung aus der Definition.

Bem.: Genauer spricht man bel der obigen Formel von einer Entwicklung nadh der k-ten Spalte.
Nadch 4.6 hat man eine analoge Formel fur die Entwicklung nach der k-ten Zeile. In der Praxis
entwickelt man in der Regel nadh der Zeile oder Spalte mit vielen Nullen.

23 134] 124
12 _@4371[-)‘23%4.
671 |23 201
03

e

ie Vorzeichen der Formel verteil en sich schachbrettartig: | — W=+ -
+ — + — +

+— +— +

23.11.00
4.8 Def.: Fur eine nxn-Matrix A=(a;) definiert man die Adjunkte A= (a) von A durch aag):=(-
1)"|A;| (Achtung bei der Reihenfolge der Indizes).
Mit den okigen Beziehurgen ist stets/AA @i=det(A)1.=AapAl.
Bew.: Fur ik ist das Element an der Position (i,k) von AA ) @1t ..+ 8ndadyk=(-1)*"a|Aw|
+ ..+ (-D)*"a,|Akn|=|B|, wobei die nxn-Matrix B aus A gerade dadurch entsteht, da3 man die k-te
Zeile durch die i-te ersetzt. Da B zwel gleiche Zeilen hat, ist |B|=0. Dagegen ist das Element an
der Position (k,k) von A(adj) A g|E|Ch a<1a(ad,-)1k+...+a<na(adj)nk=(-1)k+1a<1|Ak1|+...+(-1)"+“a<n|Akn|=|A|.
Damit ist AA )=det(A)1,, undanaog beweist man A qg)A=det(A)1,.
Bem.: Ist A invertierbar, so ist |A|#0, undaus dem Satz folgt: Al=1 ~
Diesist die friher angektindgte Formel fir inverse Matrizen. |K|A
In der Praxisist diese Formel jedoch nu fur kleine n brauchbar.

Sei n=2 A:(a b mit 0+#]A|=ad-bc. Dannist A invertierbar undA*=_1 (d 9
¢ ao-be \ -
Flr grof¥ere n geht das nicht so gut.

4.9 Satz: (Cramersche Regel) 8, X+ 48 X =h,
Ein lineaes Gleichungss/stem mit quadratischer Koeffizientenmatrix(*

der Form (*) ist genau dann eindeutig |6sbar, wenngilt:  au..... &, a X+.+a X =b
d= | | #0
lerens -a;n
Gegebenfall s gilt fir i=1;...;n Q1... 801 Oy s ... 8o
A ... a{i.l b &1 ... @n

Bew.: Aus Satz 3.4folgt, das (*) genau dann eindeutig |6sbar ist, wenn de Koeffizientenmatrix
A=(a) invertierbar ist. Nadh 4.4ist dies wiederum &quivalent zu d#0. Nadch der vorigen Be-

) esheriorizs ngit
o 8
B

: 1 .

merkung ist dann A= g A ). Aulerdem ist )Tl
|
X
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(siehe S.20)

1 1 . . 1
Xi= a (a(adj)ilb1+...+a<ad,-)mbn): H [(-1)'+1b1|A1i|+...+(-1)'+nbn|Ani[|: a Adi1... A b1 aj?i+1 ... Qn

Al ... Gnj1 bn ai,m ... &

Bsp: Gegeben sal das lineare Gleichungssystem 2x+3y:1} *)

X+2y=
2 1 j:-l; y=2 1=+1.
1 1 1)1 (Probe!)
Bem.: Der obige Satz liefert die friiher angekiindgte Formel zur Lésung lineaer Gleichurgss/s-
teme mit invertierbarer Koeffizientenmatrix. (Der Rechenaufwand steigt bei gréferen n deutlich
an). In der Praxis zieht man jedoch meist den Gaul&Algorithmus vor.

Esist d= jzl, also x=

4.10 Def.: Gegeben sai eine mxn-Matrix A. Eine Matrix, die durch Streichen von Zeilen und
oder Spalten vonA entsteht, nennt man eine Untermatrix vonA.

Satz: Fur jede mxn-Matrix A ist rg(A) die maximale Grofe einer quadratischen Untermatrix
von A mit nicht verschwindender Determinante.

123
Bsp: Die Matrix A= (4 5 6) hat |A|=0, wie man leicht ausrechnet. Aber esisti §:5-8¢0.
Alsoist rg(A)=2. 789 (Vergleiche mit Beispiel 3.7)

Bew.: Wir bezeichnen mit m(A) die maximale Grol¥e elner quadratischen Untermatrix von A mit
nicht verschwindender Determinante. Nadh Satz 3.8 genugt es folglich, zu zeigen:

(I) Bel ener elementaren Zeilen- oder Spaltenumformung andern sich weder der Rang noch
M(A). 10

(I Hat A die Form A= (Or , SO ist m(A)=r

zu (1): Daldsich rg(A) bei elementaren Umformungen nicht éndert, folgt aus Satz 3.9. Dal3 sich
m(A) bel elementaren Umformungen vom Typ Il nicht andert, ist klar. Daher betrachten wir Um-
formungen vaom Typ 1.

Die Matrix B entstehe aus der Matrix A durch Addition des r-fadhen
der sten Zeile zur t-ten (s#t).. Wir mussen die Determinanten der

quadratischen Untermatrizen von A und B vergleichen. Dazu setzen p_ [ T
wir k:=m(B) undwahlen eine kxxk-Untermatrix B' von B mit [B'|0. ¢ S
Gehort diet-te Zeilevon A nicht zu A', soist A'=B', dso |A'|=B'|O0. ‘1

Wir kdnren aso annehmen, dai’ die t-te Zeile von A zu A" gehart.
Gehort auch die ste Zelle zu A, so entsteht die Matrix B' durch eine
elementare Zeilenumformung vom Typ | aus der Untermatrix A'.
Daher ist in desem Fall |A'|=|B'| #0.

Es bleibt nur der Fall Ubrig, dal3 die s-te Zeile von A nicht zu A’ ge-
hort. Mit A" bezeichnen wir die kxk-Untermatrix von A, die sich
von A" nur dadurch urterscheidet, dald sie statt der t-ten Zelle die ste
enthdlt. Dannist 0% |B'|=|A'|£r]A", dso JA'| #0 oder |A"| #0.

In jedem Fall ist aso m(B)<m(A). Da man die Rollen von B und A vertauschen kann, folgt
m(B)=m(A).

Analog ist die Sadhe bei elementaren Spaltenumformungen.

A= A

zu (II): Sei A= (1f 0 . Offenbar existiert eine rxr-Untermatrix A' von A mit |A'|0. Fur s>r
enthélt jede sxs-Untermatrix A" eine Null zeile, d. h.|A"[=0. Folglich ist m(A)=r.
Bem.: Fir die Beredhnurg vonrg(A) ist dieser Satz im Allgemeinen urgedgnet.
29.11.00
5. Redl e Vektorraume
5.1 Def.: Ein redler Vektorraum ist eine Menge mit Addition + und einer skalaren Multi pli kat-
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ion -. Die Addition ordnret je zwel Elementen( Vektoren) v,weV ein Element v+weV zu, die
Summe von v undw, unddie skalare Multi pli kation ordnet jedem( Skalar) reR undjedem veV
ein Element rveV zu, das skalare Vielfade.

Dabel sollen de folgenden Rechenregeln gelten:

() Furv,weV ist vtw=w+v (Kommutativgesetz)

(1 Firu,vweV ist (u+v)+w=u+(v+w) (Assozi ativgesetz)

(1) Esexistiert ein Element 0V ( Null vektor) mit v+0=v fir veV

(IV) ZujedemveV existiert ein( negatives) Element -veV mit v+(-v)=0

(V) FirreRund vweV istr(v+w)=rv+rw  (Distributivgesetz)

(VI) FirrseR, veV ist (r+s)v=rv+sv (Distributivgesetz)

(V) Furr,seR, veV ist (rs)v=r(sv) (Assozi ativgesetz)

(VI Fur veV ist 1v=v.

Bsp.: (a) Die Menge IR*={ (x,y)| X,yE€RR } ist ein redler Vektorraum, dabei ist (X1,y1)+(X2,y2):=(X1+
X2, Y1tY2) undr(x,y):=(rx,ry).
(%,,Y,) (DY, HY,) Bel der Addition zweier Vektoren wird aso ein Parall elogramm konstru-
iert.
Die Multiplikation entspricht einem Stredken des Vektors( r kann auch
negativ sein).

Xy,
b) Anéloa ist R®*={x,y,z| X,y,Z €R} €inredler Vektorraum mit (X1,Y1,21)+(X2,Y2,22):=(X1+X2,Y1+Y2,
Z:1+2;) undr(x,y,z):=(rx,ry,rz).

c) Allgemeiner ist R™={(X1,...Xn) | X1,...Xn €R}ein redler Vektorraum mit (X1,... Xn)+(Y1,... yn):=
(X1tY1,... XntYn) UNAT(X1,... Xn):=(rX1,... FXn).

Man identifiziert IR* mit IR und setzt zusétzlich R%={0}, dies ist ein Vektorraum, der nur ein
Element enthélt.

d) Auch die Menge IR*:={ (X1;X2;...)[X1;X2;...€R} @ler unendichen Folgen ist ein redler Vektor-
raum mit (Xo;Xz;..) (Y1 Y25 )i =(Xaty XoHYo;...) undr(Xy;Xz;...): =(rXe;rXz;...).

€) Nac 82 ist fur m,nelN auch die Menge R™" dler mxn-Matrizen A=(a;) ein redler Vektor-
raum.

f) Fur jede Menge D ist die Menge V aller Funktionen f:D—IR ein redler Vektorraum. Fir Funk-
tionen f,g:D—IR ist dabel die Summe f+g:D—IR durch (f+g)(x):=f(x)+g(x) fir xeD definiert. Fur
reRist rf:D—IR durch (rf)(x):=rf(x) flr xeD definiert.

Bem.:(1) Wir sehen aso, dal? die Elemente eines V ektorraumes verschiedene mathematische Ob-
jekte sein konren: n-Tupel, Folgen, Matrizen, Funktionen,... .

Die Natur der Objekte ist dabei egal, es kommt nur auf die zwischen ihnen bestehenden Recdhen-
regeln an.

(I Ein Vektorraum kann keine zwei verschiedene Nullvektoren 0, und 0, enthalten, denn aus
den Axiomen folgt: 0,=0,+0,=0,+0,=0, .

Esist tiblich den Nullvektor in V mit dem gleichen Symbad wie die redle Zahl 0 zu schreiben,
obwohl es sch um zwei verschiedene Elemente handelt.

(I1) Zu jedem veV existiert genau ein negatives -veV: Hétte man ndmlich zwei Elemente vi,v,
€V mit v+v,=0=v+v,, so kbnrte man mit den Axiomen schlief3en: v;=v,+0=v;+(v+vy)=(V1+V)+
Vo=0+v,=v,+0=V, .



Mathe fir Informatiker( LA); Prof. Dr. Kilshammer, WiSe20002001 22

(IV) Statt v+(-w) schreibt man meist v-w.

Satz: Fur Elemente v,w eines Vektorraumes V undallerelR gilt stets:
(1) =0 < (r =0 ockr v=0)

(1) -(v)=(-rv=r(-v)

) -(-v)=v

(V) -(v+w)=-v-w

Bew.: (1) ,<" Sa veV und w:=0v. Dann ist w=0v=(0+0)v=w+w, aso 0=w+(-w)=w+w+(-w)=
w+0=w,

Sai jetzt relR und u:=r0. Dannist u=rO=r(0+0)=rO+rO=u+u, also analog O=...=u.

»=" Sal rv=0. Wir mussen r=0 oder v=0 zeigen. Im Fall r=0 sind wir fertig. Sel also r#0. Nach
dem ersten Teil des Beweises gilt dann: 0= % 0= % (v)=( % v=1v=v.

(1 Wegen rv+(-r)v=0v=0 ist (-r)v das negative Element zu rv, d.h.(-r)v=-(rv).

Anaogist r(-v)=-(rv).

(1) Aus (Il) folgt -v=-(1v)=(-1)v. Daher ist -(-V)=(-1)[(-D)V]=[(-2)(-1)]v=1v=V.

(IV) Aus dem Beweisvon (llI) folgt: -(v+w)=(-1)v+(-1)w=(-v)+(-w)=-v-w.

5.2Bem.: Wegen der Asoziativgesetze kann man oft auf Klammern verzichten undrsv oder u+v
+w schreiben. Beim Redhnen mit Vektoren missen wir darauf adhten, dal3 wir nur die Axiome
und daraus bereits abgel eitete Tatsachen verwenden.

Def.: Fur Vektoren vi,...,\h in einem Vektorraum V nennt man Span(vi,...,W):={ riVi+...+rVy:
r,..fn€R} den Aufspannvonvs,..., . Die Elementeim Spann[engl. ,, Span“] (Va,...,\s) nennt man
Lineakombinationvon w,...,W.

Satz: Fir Vektoren wi,...,\h in einem Vektorraum V gilt stets:
() OeSpan(va,...,\).
(I r,seR undx,ye Span(Vva,...,\) =rx+sy € Span(vy,..., ).

Bew.: (I) 0=0+0+0+...+0=0v;+...+0v, €Span(Vvy,...,w) (Ovi+...+0v, ist Lineakombination)

(1) Wir schreiben x=ryvi+...+rv, und y=s;vi+... 4S5V, mit r4,S;,... [, S<€R. Dann ist rx+sy=r(ryvi+
V) FS(SIVit. SV = TVt ATV HSS Vit +SSV=TT Vi HSS V. ATVt SSVe=(IT1+SS)Va ...
+(rra+ss)Va €Span(Va,..., ). [(rr1+SSy),...,(rr.+ss,)] €R.

Bsp.: (1) Fur veV ist Span(v)={rvlrelR} =:IRv. (Eine Gerade)
(11 Sei V=IR® v;=(1;2;3) und »+=(4;5;6).
Dann ist Span(vi,V») die Ebene, die durch vi,v, und den Null punk geht. Wie stellt man fest, ob
z.B. der Vektor (7;8;9) in deser Ebeneliegt ?
Dazu madit man folgenden Ansatz (7:8;9)=rvi+rvo=r1(1;2;3)+r(4;5;6)=(r1+4r,,2r,1+5r5,3r,+6r5).
Man wird auf das folgende lineae Gleichungssystem gefuihrt: ri+4r,=7

2r1+5r,=8

3r;+6r,=9

AlsLdsung ergibt sich r;=-1, r,=2
Probe: (-1)(1;2;3)+2(4,5;6)=(7;8;9) Daher ist (7;8;9)c Span(v1,V2).

5.3 Def.:Man nennt Vektoren w,...,wy in eénem Vektorraum V linea unabhéngig, fallsausrivi+...
+ rvy=0 mit r,... fn€R stetsri=...=r,=0 folgt. Andernfall s nennt man vi,...,\, linea abhéngig.

Bsp.: Wir wollen untersuchen, ob die folgenden Vektoren vi=(1;1;0), v>=(0;1;1) undvs=(1;0;1)
inIR? linea unabhéngig sind. Dazu betrachten wir folgende Gleichung:
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O:r1V1+r2V2+r3V3:(r1+r3, r1+r2,r2+r3).
Wir werden so auf das folgende homogene lineae Gleichungssystem gefthrt:
r{+ r3=O
r1+r, =0

r2+r3=O
Der Gaul>Algorithmus liefert nur die triviale Losung ri=r,=r;=0. Daher sind vi,v,,vs linea unab-
héngig.

30.11.00

5.3 Satz: Fir Vektoren w,... v, in eénem Vektorraum V ist quivalent:
(2) vy,...,\h sind linea unabhéngig.
(2) Jedes Element in Span(vs,...,W) &3t sich als Lineakombination ryvi+...+rv, mit eindeutig be-
stimmtenra,...rn €R schreiben.

Bew.: (1)=(2) Sa (1) erfullt undsal x=rivi+... 41V, undx=s,v,+...+Sv, mit eindeutig bestimmten
Iy, fnSy,... S ER.

Dannist 0=x-X=rVi+... 1 Vi-SiVi-.. -SVe=(r1-S))Va+. .. +(F-Sy) Vi

Davy,...,.\ linea unabhéngig sind, mul3r-s,=...=r,-5=0, d.h.r=s,.../=S..

(2=(2) Sa (2) erfullt undsaenry,...fn€R mit rivi+.. . +rv,=0, aul¥erdem ist Ov;+...+0v,=0.
Wegen (2) folgt r,=...=r=0, also sind w,..., linea unabhéngig.

5.4 Satz: Gegeben seien linea abhdngige Vektoren vy,...,\h in eéinem Vektorraum V. Dann l&f3t
sich einer der Vektoren v,...,\\h als Lineakombination cer tbrigen schreiben.

Bew.: Nadh Voraussetzung existieren redle Zahlen ry,... 1 , die nicht ale gleich Null sind, und
rvit+.. . +rv=0. r o ] r

Wir wahlen eini mit ri#0, dannist vi= (V, +..+ o+ v v

5.5 Def.. Ein Untervektorraum eines Vektorraumes ist eine nichtleae Telmenge U von V mit
folgenden Eigenschaften:

() Furu,ueUistu+u €U.

() FirreR und ueU istru eu.

Bem.: Gegebenfalls enthdt U wegen U=0 ein Element u. Wegen (Il) ist dann auch 0=0u €U.
Jeder Untervektorraum von V enthdlt also auch den Nullvektor von V. Ferner besagen (1) und
(1), dal? U gegeniiber der Addition und der skalaren Multiplikation ,, abgeschlosen” ist. Es ist
klar, dal3 U dann selbst ein Vektorraum ist.

Satz: Eine nichtleae Tellmenge U eines Vektorraumes V ist genau dann ein Untervektorraum
vonV, wennfir aler,r'eR ,u,ueU gilt: ru+r'u'eU.

Bew.: Sa zunadhst U ein Untervektorraum von V. Fir rr'elR, u,ueU gilt dann nach (Il) auch
rueyU, r'uey, aso nach (1) ru+r'u’ €U.

Sei jetzt umgekehrt die Bedingung erfillt. Fir u,u €U ist dann utu'=1u+1u €U undfir r,r'elR
ist ru+Ou U.

Bsp.: (1) Fur Vektoren vi,..,\, in einem Vektorraum V ist Span(vy,...,\) ein Untervektorraum von
V (Satz 5.2). Im Fall Span(vy,...,w)=V sagt man auch: ,vi,...,\h Spannen V auf* oder ,vi,...,\h
erzeugen V*“.

(1) U={(x,y,0)| x,y €R} ist ein Untervektorraum von IR*, denn wegen (0;0;0) €U ist U# 0 und
far r,r' x,x",y,y' €R gilt: r(x,y,0)+r'(x",y",0)=(rx+r'x',ry+r'y',0) €U.

() U={(x,y,2)€R®| x+y+z=0} ist ein Untervektorraum vonIR?, dennwegen 0+0+0=0ist (0;0;0)
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€U unf fur r,r €R und (x,y,2), (X\y,Z) €U ist r(x,y,2)+r'(x"y',z)=(rx+r'x',ry+r'y',rz+r'z)) €U
wegen rX+r'x'+ry+r'y'+rz+r'z'=r(x+y+z)+r'(x'+y'+z')=0.

=0 =0
(IV) U={ (x,y,D|x,yeR} ist kein Untervektorraum von IR® wegen (0;0;0)gU.

5.6 Satz: Fir Untervektorraume U,U' eines Vektorraumes V ist auch UNU' en Untervektorraum
vonV.

Bew.: Nach Bem. 5.5enthalten U undU' den Nullvektor vonV. Daher ist UNnU'# 4.

Fiar rr'eR und ww'eUnu' ist ww'eU und w,w'el’, aso rw+rw'eU und rw+r'w'eU’, d.h.
rw+r'w' eunu’,

Bem.: l.A. ist UUU' kein Untervektorraum vom Vektorraum V.

Bsp.: V=IR?, U=IR(1;2), U'=IR(3;4)

Dann ist (1,2 eUcUUU’ und (3;4)eU'cUuUU’, aber (1;2)+(3;4)=(4;6)gUuU’, denn im Fall
(4,6) €U ware (4,6)=r(1;2) fur ein relR undim Fall (4;6) €U' wére (4,6)=s(3;4) fur en scR;
diesist nicht maglich.

5.7 Satz: Fur Untervektorraume U und U' eines Vektorraumes V ist auch die Summe U+U'=
{u+u' |ueU, ueU’} en Untervektorraum vonV mit UcU+U', U'cU+U".

Bew.: Wegen 0cU und0eU' ist 0+0=0 €U+U', d.h.U+U'# @. Selenr,seR undx,y €U+U'". Wir
schreiben x=u+u', y=v+v' mit u,v €U, u,v' €U'. Dannist rx+sy=ru+sv+ru'+sv' eU+U’

0

Bem.: Man sieht leicht, dal3 fir Untervektorraume U;,U,,Us von'V stets das Asoziativgesetz gilt.
Man kann daher auf Klammern verzichten und kuz U;+U,+U; schreiben.

5.8 Satz: Fir Untervektorraume Uy,..,U, eines Vektorraumes V sind équivalent:

(1) Furi=1,...,nist Uiﬂ(U1+...+Ui.1+Ui+1+...+Un):{0}

(2) Furi=1,...,nist Uin(Us+...+U..))={0}

(3) Sind u€Uy,...,ucU, mit u+...+u.=0, so ist u=...=u,=0.

(4) Jedes Element in U, +...+U, [&3t sich in der Form u,+...+u, mit eindeutig bestimmten u,€Uy,..,
u.€U, schreiben.

Bew.: (1)=(2) klar wegen U, +...+U;.1. S U +.. +Ui 1 +Uig+.. U
(2=(3) Sai (2) eflllt undu+...+u=0 mit u,€Uy,...,u.€U,. Wir nehmen an, dald u;#0 ist fir ein
i€{1,...,n} undwahlen i maximal mit dieser Eigenschaft.
Dannist -u=us+...+uUi.; €UiN(Uq+...+Ui)={0} Widerspruch!!!
—

U eU+.+U,,

3)=(4) Sa (3) eflllt undu+..+u=vit.. +v, mit u,vi €U; far i€{l,...,n}. Dannist O=u,+...+u,-
(Vot...+Vn)=(Up-vy)+...+(Un-Vi). Wegen (3) ist ui-Vi=..=Us-Vi=0, d.h. 4=vy,...,U=Vn.

€0, €0

(4)=(1) Sa (4) eflllt, ie{1,..,n} und ucUiN(U+.. +Ui1+Uiat..+Uy). Wir schreiben u=u,+...+
Ui-a+Uia+.. +Un Mit yeU; flr j#i. Dannist O+.. +0+U+0+...+0 = Ui+.. +Ui.g + 0 Ui+ +Un.
€U, eu €U eU, eU_eUeU, el

Wegen (4) folgt O=u;=...=Ui.1, U=0, U.1=...=U=0.
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Def.: Gegebenfalls schreibt man U.®...@U, statt U.+...+U, und spricht von direkter Summe von
Ul,...,Un.

Bem.: Im Fall n=2 gl't aso U1+U2: U1®U2 = UlﬂU2={O}.

Bsp.: FUr nelN ist R™"=S&T mit S={A | AcR™" ist symmetrisch } und T={A | AcR™"ist
schiefsymmetrisch}, denn nach Bem. 2.11sind S,T Untervektorraume von R™" mit R™" = S+T
und O,, ist die einzige Matrix, die gleichzeitig symmetrisch und schief-( antisymmetrisch) ist,
d.h.SNnT={0}.

5.9 Satz: Die Lésungsmenge eines homogenen lineaen Gleichungssystem (*) mit n Unbekann-
ten ist stets ein Untervektorraum von IR".

Bew.: nach Bem. 1.8

Bem.: Man spricht daher auch von dem Losungsraum von (*). Die Lésungsmenge eines inhamo-
genen lineaen Gleichungss/stems ist dagegen i.A. kein Untervektorraum, da sie den Null vektor
nicht enthélt.

6.12.00
6. BasisundDimension

6.1 Def.: Vektoren by,...,h, in einem Vektorraum, die linea unabhdngig sind undV aufspannen,
nennt man eine BasisvonV.

Bsp.: (I) Fir neN bilden die Elemente e,=(1;0;...,0), &=(0;1,0;...;0),...£=(0;...;0;1) eine Basis
des R"; diese nennt man Standardbasis oder kanonsche Basis des IR". Insbesondere ist 1 eine
Basis vonIR'=IR. Zusétzli ch betrachtet man & al's Basis von IR°={0}.

(I Far m, n €N bilden die Matrixeinheiten Ej=(i=1;...,m, j=1;...;n) eine Basis des R™", diese
nennt man Standardbasis oder kanorische Basis desIR™".

Satz: Fur Vektoren by,...,h in einem Vektorraum V sind die folgenden Aussagen aquivalent:

(2) by,...,hn bilden eine Basisvon V.

(2) by,...,n spannen V auf; |43t man aber irgendeinen der Vektoren by,...,h weg, so spannen die
Ubrigen V nicht mehr auf.

(3) by,...,kn sindlinea unabhangig, nimmt aber einen Vektor by, €V hinzu, so sind b, ...,k b
nicht mehr linea unabhangig.

Bew.: (1)=(2) Sa (1) erfillt. Wir nehmen an: V=Span(b,,...,). Dann existieren r,,... I, €R mit
bi=rsb+.. +rib,. Folglich ist (-1)bytrabs+...+rb=0 im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit
von h,...,h.

(2)=(3) Sel (2) erfullt. Wir nehmen zunadst an, dai by,...,k linea abhéngig sind. Nach Satz 5.4
konren wir einen der Vektoren by,...,h, as Lineakombination der Gbrigen schreiben. Nach Um-
nummerierung konren wir a'so annehmen, a3 by=r.b+...+r.o, mit r,,... 1y ERist.

Zu jedem veV existieren s;,...5 €R mit v=sgbi+.. +sb=(S; - r2+S)bot.. (S - 1 tS)b, €Span
(b,...,h). Dieser Widerspruch zeigt, dal3 b,...,I, linea unabhéngig sind. Sel jetzt b...€V belie-
blg Dann existieren ty,...1h €lR mit bn+1: t1b1+...+tnbn, d.h.0= (-1)bn+1+ t1b1+...+tnbn. Fol gll chsind
die Vektoren linea abhangig.

(D=(3) Sa (3) erfillt undveV. Dab;,...,h,v linea abhéngig sind, existieren ry,...f»,S €R, die
nicht alle gleich 0sind, mit rib,+.. . +rb.+sv=0.

Im Fall s=0 wére rib+...+rb,=0, was im Widerspruch zur lineaen Unabhangigkeit von by,...,h,
stiince. Alsoist s#0 und w%(r1b1+...+rnbn) eSpan(by,...,k). [by,.,ln spannen ganz V auf]
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6.2 Satz: (Austauschsatz von Steinitz)

Gegeben sai ein Vektorraum V, der von endlich vielen Elementen e,,... g aufgespannt wird. Sind
U,...,u €V linea unabhéngig, so existieren Indizes iy,...Jm €{1,...,k} mit der Eigenschaft, dal?
Uy,...,U,81,...&m €iNne Basisvon 'V bil den.

Bew.: Wir wahlen mdglichst viele Vektoren es,...em mit der Eigenschaft, dald us,...,u,€1,....8m
linea unabhangig sind(evtl. m=0). Fur je{1;...k}\Y{is;..;im} SINd Wy,...,u,E4,...m8 linea ab-
héngig. Daher existieren Zahlen ry,...J,S.,...Snt €R, die nicht ale gleich 0 sind, mit O=ru,+...+
nu+siei+.. +svemtte. Im Fal t=0 ware O=ru+.. +nu+sie+.. +Sqem, Was im Widerspruch zur
linearen Unabhangigkeit von us,...,u,es,...8m steht. Daher ist t20 und = =1(ru+.. +ru+sest..
+Sv&m) €Span(uy,...,U,81,...8m). Also liegen ey,...e im Span(ui,...,u,es,...8m). Folglich gehort
auch jede Lineakombination voney,... & zum Span(u,...,U,&1,... 8m).

Bem.: Insbesondere kann man also einige der Vektoren ey,... & weglassen, um eine Basisvon 'V
zu erhalten( Diesist der Fall, wenn|=0).

6.3 Satz: Gegeben sai eine Basis by,...,h, eines Vektorraumes V. FUr ry,...fn €R mit r;#0 bilden
dannauch bi=r,b;+...+r.b,,by,...,h eine Basisvon V.

Bew.: Zum Beweis der lineaen Unabhangigkeit seien s;,....5 €R mit 0=s,b+s,+.. . +s.b=Sir10:+
(sir2tS)bot.. A (Sirntsy)bn. Daby,...,k linea unabhéngig sind, folgt s,r.=0. Wegen r,#0 folgt s,=0.
Also ist sb+...+50,=0. Da by,...,k linea unabhéngig sind, folgt s,=...=s=0. Damit ist gezeigt,
daid b,h,..., linea unabhéngig sind. Sel jetzt veV.

Dannexistieren ty,... t, €R mit v=t,b,+...+t,.b.= tb+(t2-r£ b +...+(t -ri)b € Span(b,b,,...,h).
Also ist V=Span(b, b, ... b). o2/ T

6.4 Satz: Gegeben seien zwel Basen &,...8» und h,..., vonV. Dannist m=n.

Bew.: Sa k die Anzahl der Vektoren, die in beiden Basen gleichzeitig vorkommen( evtl. k=0).
Nadh Umnummerierung konren wir a=b,... a=b« annehmen. Sei zunadst k<n. Wir schreiben
Dii=rant.. Hrman Mit ry,...fm €R. Im Fal r¢q=..=r=0 wére b.=ra+.. +na=rib+.. . +rby. Dies
steht im Widerspruch zur lineaen Unabhéngigkeit von h,...,h.

Also ist r;#0 fur ie{k+1,...m}. Indem wir a.1,... 8 Notfals umnummerien kénren r.1#0 an-
nehmen. Nad Satz 6.3 hilden auch a,... &,b1,&2,... 8n €Ne Basisvon V.

Diese enthdlt auch m Vektoren, hat aber mit der Basis by,...,h genau k+1 Vektoren gemeinsam.
Wir ersetzen a,...a» durch a,,... a,bw1,&2,...8n und wiederhoden das Verfahren. Dies kdnren
wir solange maden, bis k=n ist. In diesem Fal sind aber by,...,n und b;=a,,...,b=a,aw1,...,8m
Basen vonV. Aus Satz 6.1 folgt also m=n.

Def.: Man nennt n die Dimension von V und schreibt n=dim V. Besitzt ein Vektorraum keine
endiche Basis, so nennt man V unendich dmensional undschreibt dim V=co.

Bsp.: dim IR"=n, dm R™™ =n-m.

6.5 Satz: Fir jeden Vektorraum der Dimension rkow gilt:
() Sind w,...,uinV linea unabhangig, so hilden w,...,u, eéine Basisvon V.
(1N Ist V=Span(a,... &), so bilden a&,...a ene Basisvon V.

Bew.: (1) Wir wéhlen eine Basis b, ...,k von V. Nad Steinitz kann man u,,...,u, durch einige der
Vektoren by,...,b zu einer Basis uy,...U,by,...,hn von V erganzen. Nad Satz 6.4 ist m=0, d.h.
Ug,...,U bilden selbst schoneine BasisvonV.
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(I) Nach Steinitz bil den einige der Vektoren a,...a.€ine Basis ay,...am von V. Nad Satz 6.4ist
m=n, d.h.a,,...a bilden eine Basisvon V.

6.6 Satz: Fur jeden Untervektorraum U eines endlich-dimensionalen Vektorraumes V ist dim
U< dmV.ImFal dm U=dim V folgt U=V.

Bew.: Wir wahlen eine Basis ey,...&, von V. Sind uy,...,u, beliebige linea unabhéngige Vektoren
in dem Vektorraum U, so kann man diese nach Steinitz durch einige der Vektoren zu einer Basis
von 'V erganzen. Nach 6.4 ist m<n. Wahlt man m moglichst grof3, so bilden u,...,u, nach 6.1
eine BasisvonU. Dannist aber dim U=m<n=dim V.

Im Fall m=n folgt aus 6.5(1), dal3 u,...,u, auch eine BasisvonV bilden. Alsoist U=V.

Def.: Untervektorraume der Dimension 1 nennt man auch Geraden( durch 0), solche der Dimen-
sion 2 Ebenen( durch 0). Im Fall dim V=n<co nennt man Untervektorréaume der Dimension n-1
Hyperebenen( durch 0).

13.12.00
6.7 Satz: Fur Untervektorrdume enes endli ch-dimensionalen Vektorraumes V gilt stets:
dim (Uy+U,)+dim (UiNU,)=dim U;+dim U,.

Bew.: Nadh Satz 6.6 sind all e aufgefiihrten Untervektorraume endi ch-dimensional. Wir wahlen
eine Basis &,...& von U:NU; und erganzen diese zu Basen &,,... &,b,...,0 von U, unda,... &,C,
...Lm VON Uy,

Wir wollen zeigen, dald &,... a&,b,...,d,Cy,...Cn €ne Basis von U, +U, bilden. Sai ueU,+U,. Wir
schreiben u=u,+u, mit u,€U; und u,€U,. Dann existieren qu,r1,...,G, St .- S,t1,... tm €R mMit U=
Chat.. tg@tsibit.. +sb und y=ra+... +rn@ttici+.. At

Folglich ist u=(qitri)at... +(gctr)atsibit...+sb+tici+.. . +.Cn €ine Lineakombination von
a,... A,by,...,0,C, ... C.

Seien jetzt Xi,... Xk, Y1,--- Y1, Z1,-..Zm €ER mMit Xsa+.. HX@ctyib+.. +yb+z,¢+.. +2,C,=0. Dann ist

Xlaﬂ+' AX@actyib . Ay bt=-216-.. - ZnC €ULIN U
W

cU ey,
Daa,... & einé Basis von U;NU, bil den, folgt y:=...=y;=0. Folglich ist X;a+... +X&+z1C1+...+ZnCm
=0. Da &,...a und c,...Cm linea unabhéngig sind, folgt, dald x:=...=x=z,=...=2+=0. Damit ist
gezeigt, dal3 ay,... a,b,...,0h,C,... Cm €ne Basis von U;+U; bil den.
Wir erhaten: dim (U;+Up)+dim (U:NUz)=(k+l+m)+k=(k+l)+(k+m)=dim U,+dim U, .

6.8 Satz: Zu jedem Untervektorraum U eines endlich-dimensionalen Vektorraumes V existiert
ein Untervektorraum U'vonV mit V=UoU'.

Bew.: Wir wahlen eine Basis by,...,h, von U, ergénzen diese zu einer Basis by,...,In,c1,....co von V
und setzen U":=Span(c,... ). FUr veV existieren Skalare ry,... fm,St,....S €R mit v=rib,+...+rmbn
+S1Cit+...+S:Ch € U+U'.
— — eu
eV

Ist u.eUNU', so existieren Xu,... XmYi,...¥n €IR mMit u=X.b1+.. +Xmbrm=Y1Ci+.. . +YiCq, d.h. O=X11+.. +
Xmbm-Y1C1-...-YnCn. D@ by,...,bn und cy,...C, linea unabhdngig sind, folgt x;=..=Xn=y1=...=y,=0.
Daher ist u=0. Damit ist gezeigt, daR UNU'={0}, d.h. V=UeaU".

Def.: Man nennt U' ein_Komplement vonU in V.

Bem.: I. A. ist U' durch U nicht eindeutig bestimmt.
6.9 Def.: Fir A=(aj) €ER™" bezeichnet man a.=(au, ... &), ... Bn=(am,...Am) ER" as Zelen von A
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und cen Untervektorraum ZR(A)=Span(ay,...an) VOnIR" als Zeilenraum vonA.
Analog definiert man de Spalten von A und cen Spaltenraum SR(A)<SIR™

Satz: (1) Elementare Zell enumformungen andern ZR(A) nicht.
(I Elementare Spatenumformungen andern SR(A) nicht.
() Far A eR™" ist rg(A)=dim ZR(A)=dim SR(A).

Bew.: (I) Mit den obigen Bezeichnurgen gilt fur relR undi,je {1;...,m} mit i#]: g+ra €Span
(a4,...an). Folglich ist der Span(ay, ... 8-1,8+r&,8+1,... Bn) SZR(A).
Die umgekehrte Inklusion erhdlt man analog. In &nlicher Weise kann man bei elementaren Um-
formungen vam Typ Il vorgehen.
(I Analog.
(1) Nach dem ersten Teil konren wir annehmen, dal3 die Matrix A reduzierte Zeil enstufenform
hat:

0..0a, mits<.<sumda_=a_=.=a_=1.

. 0 0 0 . @2 1 r alSl aZSZ rsr

s2

Weitere Zellen sind

0
0..000..000..4,
D
| Nullzeilen

Offenbar ist ZR(A)=Span(a,...a&). Daher ist zu zeigen, dal3 die Zeilen &,,... & linea unabhéngig
sind. Seien adso Ay,...Ar €R mit Aa+..+Aa=0. Fur j=1;...;r ist dann O=A.ag+... tAas=A,.
Damit ist die Behauptung gezeigt.

Bsp.: (a) Wie bestimmt man eine Basis des von ui=(1;-2;1;2), u,=(2;3;0;-1), us=(1;-3;3;7) aufge-
spannten Untervektorraumes U von V:=R* ?
Man faldt u;, W, W asZellen einer Matrix auf undwendet hierauf den Gauf3-Algorithmus an.

1212 10-3-8
230-1 : » {0125
1-337/ G.-Algorithmus 0000

Daher bilden w=(1;0;-3;-8) und u=(0;1;-2;-5) eine Basisvon U.

(b) Wie eganzt man de linea unabhéngigen Vektoren w,U, in (a) zu einer BasisvonV ?
Die Rechnurg in (@) zeigt U=Span(us,:)=Span(vi,V2). Wegen

10-3-8 ist V=Span(vi,V,,Vs,Va)=Span(u., ) mit vs=(0;0;1;0), v,=(0;0;0;1). Daher
r (0 1-25 4 _» bil den w, U, eine BasisvonV.
98¢ 0010 H,

0001 v,
(c) Wie bestimmt man eine Basis von UNV, wobel U=Span(us;uz;us), V=Span(vi,Vv»,vs) SIR* und
w=(1;-2;1;1), u=(0;1;-2;-5), us=(0;0;1;1), v1=(1,2;3;4), v-=(0;1;2;3), vs=(0;0;1;2) ist ?
Ist weUNV, so existieren Xi1,X2,X3,Y1,Y2,Ys €IR Mit W=X1U1+XoUx+X3Us=Y1V1+Y2VotysVs, d.h. 0= XUy
+XoUp+X3Us-Y1V1-Y2Vo-YaVa=(X1-Y1,-2X1+Xo-2Y1-Y2, X1-2Xo+X3-3Y1-2Y2-Y3, 2X1-5Xo+X3-4Y1-3Y,-2Y3).
Man erhdlt ein hamogenes lineaes Gleichungssystem mit Koeffizientenmatrix:

100100 100-1 00
210-2-10 _ »fF010-4-10
1-21-3-2-1 G.-Algorithmus 00 1-10-4-1
2-51-4-3-2 00 012-4-1
Losung: -12y:-4y>-ys=0, d.h.ys=-12y:-4y,

Folglich ist w=yivi+yovot(-12y1-4Y, )Va=Y1(Vi-12Vs) +Ya(Vo-4vs)=Y1(1;2;-9;-20) +y2(0;1;-2;-5).
Daher bilden (1;2;-9;-20), (0;1;-2;-5) eine Basisvon UNV. (Probe)
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7. Lineae Abbildumen

7. Def.. Gegeben seien zwei Vektorraume V und W. Eine Abbildurg f:V—-W mit f(av+av')=
af(v)+af(v') (aa€lR; v,v' €V) nennt man linea oder (Vektorraum-) Homomorphismus. Man
setzt Hom(V ,W)={f:V->W|f linea}.

Bem.: (1) Die obige Lineaitatsbedingung &3t sich folgendermal3en aufspalten:
(D) f(v+v)=f(v)+f(V)
(2) f(a\/):af(V) acR; v,veVv
(I Far feHom(V,W) gilt nad (2): f(0)=Ff(0- 0)=0f(0)=0.
Eine lineae Abbildung bil det stets den Null vektor in V auf den Nullvektor in W ab.

Bsp.: Fir AeR™" ist die Abbildung f:R™*— IR™! x—AXx linea; dies folgt sofort aus den Re-
chenregeln fur Matrizen. Wir werden spéter sehen, dai’ jede lineare Abbildung vom IR™* in den
IR™* auf diese Weise gegeben wird( Multi plikation mit einer Matrix von links). Lineae Abhil-
durgen stehen aso in enger Verwandtschaft zu Matrizen.

Satz: Fir Vektorrdume V,W undf eHom(V,W) gilt:

() Fur jeden Untervektorraum V' von V ist f(V'):={f(v')| v'eV'} ein Untervektorraum von W.
Insbesondere ist das BId(f):=f(V) ein Untervektorraum vonW.

(1) Fur jeden Untervektorraum W' von W ist f(W"):={v eV|f(v) eW'} ein Untervektorraum
vonV, insbesondereist Ker(f):=f*{0} )={v eV| f(v)=0} ein Untervektorraum vonV.

(f* steht hier fir das Urbild; nicht fir die Umkehrabhildung!!)

(1) Jewellsist f* (f(V"))=V'+Ker(f) undf(f-*(W"))=W'nBId(f).

(V) 1st V endlich-dimensional, so auch Bld(f) undKer(f) undes gilt:

[dim V=dim Ker(f)+dim BId(f). g

Bew.: (I) Wegen V'# 4 ist auch f(V)# 0. Seien a, @ €R undw,w' €f(V"). Dann existieren v,V'
€V mit w=f(v); w'=f(v'). Folglich ist aw+aw'=af(v)+af(v')=f(av+av'’) ef(V")

eV’
(Il Wegen f(0)=0 e W' ist 0ef¥(W"), d.h.fH(W")= 4.
Selen a,a €R undv,v' efY{(W"), d.h.f(v), f(v') eW'. Dannist f(a\/+dv'):af(\£)+df(y;) eW', d.h.
av+av' ef{(W'). EW ew

14.12.00
Bew.: (Ill) Sei v ef*(f(V"), df. f(v) f(V'). Dann existiert v'eV' mit f(v)=f(v'). Folglich ist f(v-
v)=f(v)-f(v)=0, d.h. v-v' eKer f und v=v'+(v-v') eV'+ Ker f. Damit ist gezeigt: f(f(V"))<sV'+
Ker f. Fir vieV'undxe Ker fist umgekehrt f(v'+x)=f(v)+f(x)=f(v)ef(V"), d.h. v+x ef*(f(V")).

0
Sel jetzt wef(f%(W"). Dann exigtiert vef*(W') mit w=f(v). Folglich ist w=f(v)eW'nBId(f).
Damit ist gezeigt, da f(f*(W')) = W'NBId(f).
Sel umgekehrt w'e W'NBId(f). Dann exigtiert veV mit f(v)=w'€W'. Folglich ist v ef(W') und
w'=f(v) ef(f*(W")). Damit ist gezeigt: f(f }(W"))=W'nBId(f).
(V) Sal V endich-dimensional. Als Untervektorraum von'V ist dann auch Ker(f) endich dimen-
sional. Wir wéhlen jetzt eine Basis by,...,b, von Ker(f) undergénzen diese zu einer Basis by, ..., Iy,
Bme1,...,k vON V. Es geniigt zu zeigen, dal f(bm.1),...f(b,) eine Basis von BId(f) bilden, dann ist
BId(f) endich-dimensional und dm V=n=m+(n-m)=dim Ker(f)+dim Bld(f).
Sel w €BId(f). Dann existiert veV mit w=f(v). Wir schreiben v=rib+..4r.b, mit ri,..n €R.
Dannist w=Ff(v)=rf(by)+... 41mf () Himesf(Omea) +.. +1f(0r).
0 0
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Damit ist gezeigt: Bld(f) =Span(f(bm:1),...f(bn)). Die umgekehrte Inklusion ist klar. Also ist
Bld(f)=Span(f(bm1),... f(br)).

Seien jetzt rm,...fn €R Mit 0=rmeaf(Bmer) +.. Frf (D) =f(r meabmeat.. +rabn). Dannist rmabmeat.. +rib,
eKer(f). Da by,...,bn ene Basis von Ker(f) bilden, folgt rma=..=r,=0. Also sind tatsacdlich
f(bm+a)...f(bn) linea unabhéngig, d.h.sie bilden eine Basis von Ker(f).

Def.. Fir Vektorraume V,W nennt man Ker f:={veV| f(v)=0}den Kern und Bld f:={f(v)| veV}
das Bild von f. Ferner nennt man def(f) :=dim Ker(f) den Defekt von f undrg(f):=dim BId(f) den
Rang vonf.

Bsp.: Die Abbildung f:IR3>—IR?, (X,y,2)—(x+y+z, x-y) ist linea, denn fur adler,r' x,x'y,\y,z,z €R
gilt: f(r(x,y,2)+r'(X"y,2))=f(rx+r'x',ry+r'y rz+r'z')=(rx+r'’x"+ry+r'y'+rz+r'z' rx+r'x'-ry-r'y")=r(x+y+z,
X-y)+ r'(x'+y'+z' x-y")=rf(x,y,z)+r'f(x'y',z). X+y+z=0
Ferner gilt: (x,y,2) € Ker f & (x+ty+z,x-y)=0 < {

xy =0
Die Bestimmung von Ker f flhrt also auf die Losung eines homogenen lineaen Gleichungss/s-
tems.
Als Losung ergibt sich: x=y undz=-2x.
Daher ist Ker f=IR(1;1;-2). Insbesondereist def(f) =1. Aus dem Satz 7.1 folgt: rg(f)=3-def(f) =2.
Alsoist Bld f =IR? d.h.f ist surjektiv.

Satz: Fur Vektorraume V,W undf € Hom(V,W) gilt: f ist injektiv < Ker f={0}

Bew.: (Wir wisen: f ist injektiv < ausf(x)=f(y) folgt x=y).

Sei zunadhst f injektiv. Fir v eKer f ist f(v)=0=f(0). Wegen der Injektivitét vonf folgt v=0.
Daher ist Ker f ={0}.

Sei umgekehrt Ker f={0}. Sindx,y €V mit f(x)=f(y), so ist f(x-y)=f(x)-f(y)=0, d.h.x-y eKer f=
{0}, asox-y=0; d.h.x=y. Folglichist f injektiv.

Bem.: Injektive lineae Abbildungen nennt man auch Monamorphismen, surjektive lineae
Abbildungen nennt man Epimorphismen.
[Erinnerung: Eine (lineae) Abbildung f nennt man surjektiv, falls Bld f=W ist].

7.3 Satz: Fir Vektorraume V,W mit dim V=dim W<c undf eHom(V,W) gilt:
finjektiv < f surjektiv

Bew.: Wegen dm Ker f + dim Bld f=dim V=dim W <o gilt:
finjektive Ker f={0} < dim Ker f=0 < dim Bld f=dim W < Bld f=W < f surjektiv.

Bem.: Gegebenfallsist f bijektiv. Eine bijektive lineare Abbildung nennt man Isomorphismus.

7.4Satz: SindV,W zwei Vektorrdume undist f € Hom(V,W) bijektiv, soist auch de Umkehr-
abbildung f*:W-V linea.

Bew.: Fir r,s€R, x,y €W gilt:
4 (rx-+sy)=F (OO () =F (200 +sF (Y= A0+ ().

Bem.: Fur Vektorraume U,V ,W undf eHom(U,V), g €eHom(V,W) ist die zusammengesetzte
Abbildung gof:U-W,; u—g(f(u)) linea, dennfir r,s €R, x,y €U gilt:
(gof)(rx+sy)=g(f(rx+sy))=g(rf(x)+sf(y))=rg(f(x))+sg(f(y))=r(gof)(x)+s(gof)(y).
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Def.: Man nennt zwei Vektorraume isomorph und schreibt V=W, fals ein Isomorphismus f:
V-W existiert.

7.5 Satz: Fur Vektorrdume U,V,W qilt stets:

n v=w (Reflexvitat)
) V=W < W=V (Symnetrie)
) U=V undvV=W = U=W (Transivitat)

Bem.: Der Satz besagt also, daR Isomorphie von Vektorraumen eine Aquivalenzrelationist.

Bew.: (1) Die Identitétsabbildung id,: V-V, v—v ist linea und hjektiv. Daher ist V=V.

(1) Sel V=W. Dann existiert ein Isomorphismus f: V-W. Nach Satz 7.4ist auch f*: W—V ein
Isomorphismus. Folglichist W=V.

() Sl U=V undV=W. Dann existieren Isomorphismen f: U—-V undg: V-W. Nad Bemerk-
ung 7.4ist auch gof: U-W ein Isomorphismus. Also ist U=W.

7.6 Satz: Gegeben seien Vektorraume V,\W undeine Basis by,...,k von'V und beli ebige Elemente
C1,...Cn €W. Dannexistiert genau ein f eHom(V,W) mit f(b.)=cx,... f(bs)=C..

Dabel ist:

(1) Bldf=Span(cy,...LCn).

(M) Ker f={ab,+...+ab, | a&,...a €R, &Ci+...+ac=0}.

(1) fist surjektiv < W=Span(cx,...Cn).

(IV) fist injektiv < cy,...c, Sind linea unabhéngig.

(V) fistbijektiv < cy,...cn bilden eine Basisvon W (1)

Bew.: Existenz Da by,...,h, eine Basis von V bilden, |83t sich jedes Element in V in der Form
aib:+.. . +ab, mit eindeutigen &, ... a €R schreiben.

Wir setzen f(ayby+.. +aby)=aci+.. +ac, underhalten eine Abbildung f:V—W mit f(by)=c;,... f(bx)
=C,. Diese Abbildurg ist tatsddhlich linea, dennfir r,r',ds,... an €R gilt:

f(r(ab.t.. +abn)+r'(@ib.t+.. +anby))=f(ralo.+.. +rabtriaib+.. +r'asbn)=f((ra;+r'a.) by +.. +(ra,+r'ay)
bn)=(ra+r'ai)ci+.. H(ratr'ay) ci=(raCitr'aiCy)+.. +(racC+r'ancn) =r(acit... +acy) tr'(@icit.. . +ancn)=
rf( a1b1+. . .+a1bn)+rlf (a'1b1+. . .+a:nbn).

15.12.00
7.6 Bew.: Eindeutigkeit Seien f,g eHom(V,W) mit f(bi)=c=g(b) fur 1;...,n. Sa&l v €V beliebig.
Wir schreiben v=aib;+...+ab, mit &,...a €R. Dann ist f(v)=af(by)+.. +af(by)=g(v). Dies zeigt:
f=g. ob)  db)

() Bldf ={ac+..+acn | a,...a €R}=Span(cy,... Cn).

(1) Klar. (111 folgt aus (1).

(IV) ,=" Sei finjektiv undsaien &,... & €R mit ac+...+a.c:=0.

Nad (Il) ist dann ab:+.. . +ab, eKer f={0}. Dalb,..., linea sind, urabhéngig folgt &=...=a=0.
Daher sind c;,... G, linea unabhangig.

» =" Seien ¢y,... G linea unabhéngig und sel v eKer f. Wir schreiben v=a,b,+...+ab, mit a,...a
€R. Nad (Il) ist aci+...+ac.=0. Folglich ist &=...=a=0, da cy,...c, linea unabhangig sind, d.h.
v=0. Dies zeigt Ker f={0}. Daher ist f injektiv.

(V) folgt aus (Ill) und (1V).

7.7 Satz: Fur endlich-dimensionale Vektorraume V,W gilt stets:
V=W < dm V=dim W

Bem.: Ein redler Vektorraum der Dimension n<oo ist also stets zum IR" isomorph.
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Bew.: ,=" Essal V=W. Dann existiert ein Isomorphismus f:V—W. Aus Satz 7.1 folgt: dim V=
dim Ker f+dim Bld f=dim W.

=T
»=" Sa dim V=dim W. Wir wéhlen Basen by,...,n von V und c,,...¢, von W. Nac Satz 7.6
existiert genau ein f eHom(V,W) mit f(b,)=c.,... f(b.) =¢, undf ist Isomorphismus, also V=W.

7.8 Déef.: Fur Vektorraume V,W undf,g eHom(V,W) unda €IR definiert man Abhbildungen f+g:
V—-W undaf:V—W durch (f+g)(v):=f(v)+g(v) und (af)(v):=af(v) fur v eV.

Bem.: Dannsind f+g undaf wieder linea, dennfir r,s €R undx,y €V gilt:

S‘(;rg)gr(x;rw)=f(rX+Sy)+9(rx+sv)=rf(><)+sf(y)+rg(X)+Sg(y)=r(f(X)+g(X))+S(f(y)+g(y))=r(f+g)(X)+
+o)ly)-

(af)(rx+sy)=af(rx-+sy)=a(rf(x) +sf(y))=arf(x)+asf(y)=raf(x)+saf(y)=r(af) (x)+s(af)(y)-

Satz: Auf diese Weise wird de Menge Hom(V,W) zu einem redl en Vektorraum.

Bew.: Man sieht sofort, dal3 die Addition kommutativ und asziativ ist. Null vektor im Hom
(V,W) ist die Nullabbildung, die jedes v €V auf den Nullvektor in W abbildet. Negativ zu f
eHom(V,W) ist die Abbildung -f:V—-W, v—-f(v). Man sieht aul¥erdem, dal3 die Multipli kation
mit Skalaren asziativ ist. Ferner gilt:
(a(f+g))(v)=a(f+g)(v)=a(f(v)+g(v))=af(v)+ag(v)=(a)(v)+(ag)(v)=(af+ag)(v).
((ath)f)(v)=(a+o)f(v)=af(v)+bf(v)=(af)(v)+(bf)(v)=(af+bf)(v) fur v €V, d.h. es gelten die Distri-
butivgesetze gf+g)=af+ag und (atb)f=af+bf (a,b €R, f,g eHom(V,W)).

Schliefdlichist 1f=f fur f eHom(V,W).

7.9 Satz: Fur Vektorrdume U,V,W unda R, f,f' eHom(U,V), g,g' eHom(V,W) gilt:
(1) a(gof)=(ag)of=go(&f)

(I (g+g)of=gof+g'of

(1) go(f+f")=gof+gof’

Bew.: Fir u €U gilt: (1) (a(gof)) (u)=a(gof)(u)=ag(f(u))=(ag)(f(u))=((ag)of)(u).
(a(gof))(u)=ag(f(u))=g(af(u))=g((af)(u))=(go(a))(u).

(I ((@+g)of)(u)=(g+g)(f(u))=g(f(u))+g'(f(u))=(gof) (u)+(gof)(u)=(gof+gof)(u).
(1) (@o(F+f))(u)=g((f+)(u))=g(f(u)+f'(u))=g(F(u))+g(f'(u))=(gof) (u)+(gof’) (u).

8. Lineae Abbildungen undMatrizen

8.1 Def.: Gegeben seien endlich-dimensionale Vektorrdume V,W mit Basen by,...,b, bzw. ¢;,... C,
undeinelineae Abbildung f:V-W.

Wir schreiben f(b)=ayc:+...+aici (& €R)

Dann rennt man A=(a;) €R™™ die Matrix vonf beziiglich der Basen h,...,b, undc;,... C..

Bem.: (I) Die Zahlen g; sind duch f und h,...,b,C,... C. eindeutig bestimmt.

(I Merkregel: Die Matrix A enthdlt in der j-ten Spalte die , Koeffizienten® (oder ,, Koordinaten®)
vonf(by) bezuglich c;,... C..

(11 Nach Satz 7.6 existiert umgekehrt zu jeder Matrix A=(a;) €R™™ genau eine lineae Ab-
bildung f:V—-W mit f(b)=ayc.+...+a,Cn. (j=1;...,m)

(IV) Auf diese Weise kann man Fragen Uber (abstrakte) lineae Abbildungen in Fragen Uber
(konkrete) Matrizen Ukersetzen, fir deren Losung wir bereits Verfahren kennen.

Bsp.: @) Nach Bsp. 7.1ist fur A=(a;) €R™™die Abhildung f:R™*—>IR™?, x—>AXx linea. Wir be-
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zeichnen mit by,...,h, undc,,... c, die Standardbasen von R™* bzw. R™?. Fir j=1;...;m ist dann

f(b)=Ab= (al) =aCit...+&C.. Daher ist A selbst die Matrix von f bezlglich b,...,b, und
C1,...Cn. ‘
] ) ah

b) Man rechnet leicht nadh, da3 V:={(abc) €R| a+b+c=0}, W:={(r,st,u) €R? r+s+t+u=0}
Untervektorraume von IR® sind, mit Basen vi:=(1;0;-1), v2:=(0;1;-1) bzw. w1:=(1;0;0;-1), wz:=
(0;1;0;-1) undws:=(0;0;1;-1).
Durch f(a,bc):=(a-2b-c, 2a-b-c, -a-b, -6a-2c) wird eine lineae Abbildung f:V—-W definiert; denn
aus atb+c=0 folgt (a-2b-c)+(2a-b-c)+(-a-b)+(-6a-2c)=-4(a+b+c)=0 und die Lineaité von f sieht
man ummittelbar. Was ist die Matrix von f beztglich vi,v, undwy,w,,ws ?
Wegen f(v1)=(2,3;-1;-4)=2(1,0;0;-1)+3(0;1,0;-1)-(0;0;1;-1) und f(v2)=(-1,0;-1,2)= > 1
-(1;0;0;1)- (0;0;1;-1) hat die Matrix von keztglich vi,v> undwy,w,,w; die Form A= § 3 0

-1

Satz: Fur endich-dimensionale Vektorraume U,V,W mit Basen &,...a bzw. b,...,b, bzw. ¢,,... ¢,
gilt stets:

(1) Sinds,s €R undf,f' eHom(V,W) mit Matrizen R=(r;j), R'=(r"j) €R™™ bezlglich by,...,h, und
C1,...Cn, SO ist SR+SR die Matrix von sf+sf' beziiglich hy,...,b, undc;,... C..

(1) Sind f eHom(U,V) und g eHom(V,W) mit Matrizen R=(r;) €R™! beziiglich a,...a und
b,...,-m bzw. S=(s;) €R™™ bezliglich by,...,, und ci,...C,, SO ist SR €R™ die Matrix von gof
bezlglich a,...a,by,...,b, undc,,... Cn.

Bew.: (1) Ausf(by)=ryCi+...+ryC, undf'(by)=r'yc.+...+r'yc, folgt:
(sf+st)(Iy)=sf(ly)+sT'(ly)=S(r1iCt... +rC)+S(r'yCit.. . H'Cr) =(Sr4+8r'y) Cit... .+ (S +S ) Cn.
(I Ausf(g)=ryb.+.. +rmbm undg(b)=swci+... +s«cC, folgt:
(gof)(a)=g(ryba+.. +rmbm)=ryg(by)+.. +rmg(bm)=ryj(S1Cit.. +SuCn) +.. Hrm(SimCit. . +SmCn) =(Sual 4+ ..
+Symlmj)Cat... (Sl y+... +Swmlmj)Co.

20.12.00
8.2 Satz: Fur endich-dimensionale Vektorrdume V,W mit Basen by, ..., bzw. cy,...Chist die Ab-
bildurng F: eHom(V,W)—RR™™, die jeder linearen Abhildurg f:V—W ihre Matrix A bezuglich
by,...,n undcy, ... C, zuordnet, ein Isomorphismus.

Bew.: siehe 8.1

Bem.: (1) Insbesondere ist dim Hom(V,W)=dim R™™=n- m=(dim V)(dim W).

Im Fall W=IR nennt man V":=Hom(V,R) den Dualraum von V und seine Elemente Lineaformen
auf V. Esist dlso dm V'=dim V (falsdim V<oo).

(I Im Fal V=W ist m=n. Man wéhlt dannin der Regel c,=b;,...c=b, undspricht dann auch von
der Matrix f bezliglich by,...,h.

Nad Satz 8.1 gilt in desem Fall F(gof)=F(g)F(f) fur f,g eHom(V,W).

8.3 Satz: Gegeben seien endlich-dimensionale Vektorraume V,W und eine lineae Abbildung
f:V—-W mit Matrix A bezuglich der Basen by,...,l, vonV undc;,...c, von W. Dann gilt:

f ist bijektiv < A ist invertierbar .

Gegebenfallsist m=n undA™* die Matrix von f* bezliglich c;,...c, undby,...,bn.

Bew.: ,=" Sei f bijektiv. Nach Satz 7.4 ist dann die Umkehrabhildung f:W—V auch linea. Wir
bezeichnen mit A'=(a;) €eR™" die Matrix vonf* beziiglich ci,...c, undby,...,b,. Nadch Satz 8.1ist
A'A die Matrix der lineaen Abbildung f*of=id, bezliglich by,...,ln.

Wegen idy(b)=b; (j=1;...,m) ist andererseits 1, die Matrix von id, bezlglich b,,...,h, Daher ist
A'A=1,. Analogist AA'=1,. Folglichist A invertierbar, m=n undA'=A".
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,<=" Sal A invertierbar undg:W—V die nach Satz 8.2 eindeutig bestimmte lineare Abbil dung mit
Matrix A bezliglich c;,...c, und by,...,b.. Nadh Satz 8.1 ist A*A=1,, die Matrix von gof beziig-
lich by,...,by,, d.h.(gof)()=b=id.(b) fur j=1;...,m. Aus Satz 7.6 folgt aso gof=id,. Analog ist fog
=idw, d.h.f ist bijektiv undg=f.

8.4 Satz: Gegeben seien ein endich-dimensionaler Vektorraum V mit Basis by,...,h und eine
Matrix S=(sj)€R™". Wir setzen ¢=sybs+...+s;b, (j=1;...;n). Dann gilt:
'Sinvertierbar < ¢,...C,ist eine Basisvon V.

Bew.: Nad Satz 7.6 existiert genau eine lineae Abbildung f eHom(V,V) mit f(b)=¢ (j=1;...;n).
Offenbar ist S gerade die Matrix vonf bezlglich by,...,. Daher gilt nach 8.3 und 7.6
Sist invertierbar < f ist bijektiv < ¢,...c, bilden eine Basisvon V.

Bem.: Gegebenfall sist b=s;jci+...+Sc, fUr j=1;...;n mit S'=(s}).

8.5 Bem.: Gegeben seien zwei endlich-dimensionale Vektorrdume V,W undene lineae Abbil d-
ung f:V-W. Mit A=(a;) €R™™ bezeichnen wir die Matrix von f beziiglich einer Basis by,...,bn
vonV und einer Basis ¢y,...C, von W. Hat man weitere Basen b'y,...,0, von V und c,...C\ von
W, so kann man auch de Matrix A'=(a;) €R™™ vonf bezlglich bj,...,Bm undc'y,... ' betrachten.
Esist wichtig, sich zu tberlegen, wie A und A' zusammenhangen.

Satz: Gegeben seien die obigen Vorausstzungen. Wir schreiben bij=s;b,+...+s;b, mit s €R, i ,j=
1;...m c=tyC1+...+tyCh mit ty €R, Kk,I=1;...;n. Dann sind S=(s;) und T=(t«) invertierbar und es
gilt: [A'=TAS, insbesondere sind A undA' quivalent.

Bew.: Die Invertierbarkeit von SundT folgt aus dem Satz 8.4 undaul¥erdem gilt:
ayCt...+anCn=f(b))=f(sybut.. . +Smbm)=s;f(b1) +.. +Shf(bm)=Sij(auiCit. . . +&uCh) +.. .+ Sy (@mCit.. .+

aqmcn):(anslﬁ...+agmsm;)c1+...+(aqlsl,-+...+a1msn,-)cn:r1,-(tuc'1+...+tn1c'n)+...+rn,-(t1nc'1+...+tnnc'n):(tur1,-+

I r
...+t1nrn,-)c'1+...+(Jtn1r1,-+...+tnnrn,-)c'n. Wegen der lineaen Unabhangigkeit von c'y,...c' folgt daraus
a'i,: tilrl,-+ ...+tmrn,- (|:1,,n, j:].,,m)

Mit der Matrix R:=(r;) gilt dso: A'=TR, also wegen R=ASfolgt A'=TAS.

8.6 Bem.: Gegeben seien endlich-dimensionale Vektorraume V,W undeine lineae Abhildung
f:-V—->W. Wir wollen Basen vonV undW so wahlen, dal3 de Matrix vonf bezlglich deser Basen
eine,,moglichst einfache” Gestalt hat.

Satz: In der obigen Situation kann man Basen von'V undW so wahlen, dal3 die Matrix vonf be-
zuigli ch dieser Basen die Form (1r (ghat. Dabei ist r=rg(f).
0

Bew.: Wir wahlen zunacdhst eine Basis by,...,bn von Ker f und ergénzen diese zu einer Basis by,...,
Brm, bnea,...,kn von V. Im Bewels von Satz 7.1 hatten wir gezeigt, da3 dann f(bm.),...f(b,) eine
Basis von BId(f) ist.

Wir erganzen diese zu einer Basis ¢;=f(bm+1), ... Co-m=f(Dr),Crms1,... & VON W. Dann hat die Matrix
vonf bezigli ch buws,..., by, .., B UNACa, ... Crmy Comen, ... G gErade die gewiinschte Form. (1r (z)
Offenbar ist r=n-m. 0

Bsp.: In Bsp. 8.1 hatten wir zwel Untervektorraume V von IR® und W von IR* mit Basen vi:=
(3;0;-1), v2:=(0;1;-1) bzw. w1:=(1;0;0;-1), w2:=(0;1;0;-1) undws:=(0;0;1;-1).
Wir hatten gesehen, dali3 die lineae Abbildung f:V—-W mit f(a,b.c):=(a-2b-c,2a-b-c,-a-b, 6a-2¢),
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(ab,c €R) die Matrix A( s.rechts) beztglich vi,v. undw;,w,ws3 hat.

Wir konstruieren zundchst invertierbare Matrizen S eR*? und T €R¥$
mit der Eigenschaft, da3 T*AS die folgende Form hat( s.rechts). ( ) T AS—( (Z)
-11

( )A-(fé) ()
)

[eNeN
(ol N e]
= OO

/\
R OoOR
|_-oo|\>
v
N
|—\O
ok

Stets ist dabei TAS=A. Wir setzen jetzt S= (2 3)

2130 10 120
13 0 01 undT=Ts=f 030
1 1 00 1-11

S Dannist T'AS=As.

Folglich bilden v'1=0v,+(-1)v.=(0;-1;1) und v',=1v;+0v.=(1;0;-1) eine Basis von V und w';=
1w, +0wo+1ws=(1;0;1;-2), wW=2wi+3w+(-1)ws=(2;3;-1;-4) und w's=0w;+0w,+1ws=(0;0;1;-1)
eine Basis von W mit f(v'y)=w";, f(v'2)=w"; (Probe!)

21.12.00
8.7 Satz: Gegeben seien endlich-dimensionale Vektorraume V,W und eine lineae Abbildung
f:V—W bezuglich einer Basisby,...,b, vonV undener Basis c,,...c, vonW. Dannist rg f=rg(A).

O Opr
(ol N e]

Die Matrix vonf bezuglich der neuen Basis v';,v’; undw';,w',,W's hat aso die Form (

Bew.: Nad 8.6 existieren Basen b's,...,Bn von V und c'y,...c'» von W mit der Eigen- A'= ( )
schaft, dafd die Matrix vonf beztglich dieser Basen die folgende( s.rechts ) Form hat.

Nach Satz 8.5 existieren invertierbare Matrizen S €R™™ und T €R™" mit A'=TAS.  mit r=rg(f).
Daher ist rg f=r=rg A'=rg A.

8.8 Satz: (Im folgenden betrachten wir den Fall V=W)

Gegeben seien ein endlich-dimensionaler Vektorraum V und eine lineae Abbildurg f:V—V mit
Matrix A bezlglich einer Basis by,...,kn von V und Matrix A' bezlglich einer Basis b,...,l, von
V. Wir schreiben bj=syb;+...+s;b, mit 5; €R. Dannist S=(s;) invertierbar mit A'=S*AS.

Bew.: Schreibt man S'=(s;), so ist b=syb'1+...+s,b" (j=1;...;n)( vgl. Bem. 8.4). Die Behauptung
folgt dann aus Satz 8.5.

Bem.: (1) Esist daher det A'=(det S)*(det A)(det S)=det A. Also hangt det A nicht von der Wahl
der Basis ab. Man bezeichnet det A auch als Determinante vonf undschreibt: det f:=det A.

(I Redenregeln fir Determinanten von Matrizen Ubertragen sich leicht in Redhenregeln fur
Determinanten von lineaen Abbildungen f:V—V. Soist z.B. , det id,=1,
det (rf)=r"det f (n=dim V) fur r €R. Ferner gilt: f ist bijektiv < det f+O0.
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bezliglich dieser Basis eine Diagonalmatrix ist, d.h.folgende Form hat: * 0
Ist eine solche Wahl mdglich, so nennt man f diagonali sierbar. 0 +
Die Frage, ob eine vorgegebene lineae Abbildung diagonalisierbar ist oder nicht,
werden wir ausfihrlich im folgenden Kapitel behandeln.

(1) Esist nicht immer moglich eine Basis von'V so zu wéhlen, dal3 die Matrix von f )

8.9 Def.: Man nennt Matrizen A,B €lR™" &hnlich undschreibt A~B, fdls eine invertierbare Ma-
trix S €R™" mit B=SAS* exigtiert.

Bem.: (I) Man zeigt leicht, daR ~ eine Aquivalenzrelation auf R™" ist.

(I Nad Satz 8.8 sind Matrizen, die die gleiche lineae Abbildung f:V—V bezlglich verschie-
dener Basen beschreiben, dhnlich.

(1) Wie stellt man fest, ob vagegebene Matrizen A,B € R™" é&hnlich sind, oder nicht ?

Dafir gibt es Algorithmen, diese gehen aber tiber den Stoff einer einsemstrigen Vorlesung Lin-
eae Algebra hinaus. (Syntax in maple: issimilar(A,B)?)

8.10D€f.: Man nennnt eine Matrix A € R™" diagonalisierbar, wenn A zu einer Diagonalmatrix
dhnlichist.

Bem.: (1) Gegeben seien ein endich-dimensionaler Vektorraum V und eine lineae Abbildurg
f:V—-V mit Matrix A bezlglich einer Basis by,...,l vonV. Nad Satz 8.8 gilt dann:

f ist diagondisierbar < A ist diagonaisierbar.

(1) Im nachsten Kapitel werden wir uns damit beschaftigen, wann eine vorgegebene Matrix dia-

gonalisierbar ist. )
(1) Ist A zu einer Diagonalmatrix Ol dhnlich, so existiert eine invertierbare Matrix S mit
A=SDS". d
Dann ist A2=SD(S'S)DS=sD2s* mit D= [ 9% O'), fir A® ergibt sich dann dlso A*=SD¥(S?S)
DS'=SDS™. 0 d?
Fir k €N ist also A*=SD*S* mit D¥= (O'O1k O)

d*
Auf diese Weise kann man die Potenzen vonA schnell berechnen.

9. Eigenwerte und Eigenvektoren

9.1 Def.. Gegeben seien ein Vektorraum Vund eine lineae Abbildung f:V—-V.
Man nennt r €R Eigenwert von f, falls ein v eV\{0} mit f(v)=rv existiert. Ge- /\/
gebenfall s nennt man v einen Eigenvektor von f zum Eigenwert r. Man bezeichnet
E(f)={v €V |f(v)=rv}={v €V | (f-r-id,)(v)=0}=Ker (f-r-id,) as Eigenraum von f
zum Eigenwert r.

\'

Bem.: E«(f) ist also ein Untervektorraum von V, insbesondere ist 0 €E,(f). Man beadte aber, dalid
0 nicht als Eigenvektor z&hit.

Bsp.: (1) Sei V=IR? undf(a,b)=(b,a) fir a,b €R. Dannist (1;1) ein Eigenvektor von f zum Eigen-
wert 1, und(1;-1) ist Eigenvektor vonf zum Eigenwert -1.

(I Sei V=IR? undf(a,b)=(b,-a) fiir a,b €R.

Ist (a,b) €V Eigenvektor vonf zum Eigenwert r €R, soist f(f(a,b))=
f(r(a,b))=rf(a,b)=r*(a,b)=(r*ar’b)  undf(f(ab))=f(b-a)=(-a-b);

also ist r’=-1 wegen a#0 oder b0. Dies ist unmoglich. Daher besitzt f weder Eigenwerte noch
Eigenvektoren.
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10.01.01

/(v)zw

\'

Eigenraum E.(f)={v €V|f(v)=rv}ist Untervektorraum vonV.

Satz: Gegeben seien ein Vektorraum V, eine lineae Abbildung f:V—V und paa-
weise verschiedene Eigenwerte ry,...fx von f. Dann ist E4(f)+.. +Ex(f)=En(H) @...
S Ex(f). Hat man aso fur i=1;...;k einen Eigenvektor, u; von f zum Eigenwert r;,
so sind u,...,u linea unabhéngig.

Bew.: Zum Beweis der ersten Aussage agumentieren wir mit Induktiion rach k.

Im Fall k=1 ist nichts zu zeigen. Sei jetzt k>1 und bereits gezeigt, dald E.1(f)+... +Exw1(f)=Ex(f) @

. ®Ex(f) ist. Dazu sai v € Ew()N(Eu(f)®...8Exa(f)). Wir schreiben v=vi+..+vis mit v, €

En(f),...,Vk1 € Exa(f). Dannist f(v)=f(vi+.. +Vi)=f(vo)+.. (Vi) =rvit.. A Vi undf(v)=

NV=n\Vit... V.

Aus der Indukionsvoraussetzung folgt: rivi=rva, ..., rcaViaa=rVi.1; d.h. G=(r-n)vi=...=(re.1-re) V.
— —

#0 #0
Also ist vi=..=v=0. Damit ist gezeigt: Ew«(f)N(E(f)®...®Ew.()={0}. Aus Satz 5.8 folgt,

En(f)+.. +Ena(f) +Ex(f) = Eu(P) ®...0 Ega(f) @ En(f). Sien a,... & €R mit auy+.. +au=0. Nach

. . o _ €E,(0 €E®
dem ersten Tell des Beweisesist au=0 fir i=1;...;k. Alsoist &=...=a=0. (da uy,...,u #0)

9.2Bem.: Ausdem Satz 9.1 folgt:
dmYV > dim [Erl(f)EB...eBErk(f)]:dim>Elr1(f)+...+din;Elrk§f) > k.
Daher kannf im Fall n=dim V <o h_('jchstens n ve?schi edene Eigenwerte haben.

Satz: Gegeben seien ein endlich-dimensionaer Vektorraum V mit Basis by,...,ln und eine lineae
Abbildung f:V—=V mit Matrix A beziiglich deser Basis. Fir r €R gilt dann:
rist Eigenwert vonf < det (r- 1,-A)=0.

Bew.: r ist Eigenwert von f < E(f)#{0} < Ker(rid,f)#{0} <" r-id-f ist nicht injektiv <
r-idy-f ist nicht bijektiv <™ r- 1,-A ist nicht invertierbar < det ( r- 1,-A)=0.

Bsp.: Sei V=IR? undf(a,b):=(3a+h,a+3b) fir a,b €RR. Fir x €RR ist det(x - 1.-A)=
-1=x%-6x+8 = Polynom, Null stellen ausrechnen = (x-4)(x-2) = x=4 V x=2.
Dabei gilt x?-6x+8=0 < x €{2;4}. Daher sind 2 und4 die einzigen Eigenwerte von f. AulRerdem
gilt: (a,b) €Ex(f) < (3ath,a+3b)=2(a,b) = ath=2 < a=b

(ab) eEs(f) = (3ath,a+t3b)=4(a,b)  ab=0 < a=b

Daher ist Ex(f)=IR(1;-1) und E«(f)=IR(1;1).

Nacd Satz 9.1( oder direkt) sind (1;-1) und(1;1) linea unabhéngig, bilden also eine Basisvon V.
Die Matrix vonf bezuglich (1;-1),(1;1) ist die Diagonalmatrix (g

S

9.3 Bem.: Fir A €R™" nennt man die Abbildung R—IR, x—det(x1.,-A) das charakteristische
Polynom von A. Nach dem Entwicklungssatz ist es von der Form x™a.x"'+.. +ax+a (a,... 81
€R).

Es hat also den Grad n undist normiert, d.h. ar Koeffizient a, vonx"ist gleich 1. Die Null stellen
des charakteristischen Polynoms von A nennt man auch de Eigenwerte vonA.

Ist also V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und f:V—V eine lineae Abbildung mit Matrix
A bezlglich einer BasisvonV, so sind de Eigenwerte von f genau die Eigenwerte von A.

Bei groleren Matrizen hat das charakteristische Polynom grofen Grad undesist i.d.R. unmog-
lich seine Null stellen exakt zu bestimmen. Hat man aber die Eigenwerte erst einmal gefunden, so
ist die Bestimmung der Eigenraume vergleichsweise einfach. Wegen E.(f)=Ker(rid,-f) flhrt dies




Mathe fir Informatiker( LA); Prof. Dr. Kilshammer, WiSe20002001 38
nunwieder auf die Lésung eines homogenen linearen Gleichungssy/stems.

Satz: Ahnliche Matrizen besitzen immer das gleiche charakteristische Polynom( und damit auch
die gleichen Eigenwerte)

Bew.: Es seien A,B €lR™" ghnlich. Es existiert eine invertierbare nxn-Matrix S mit B=SAS?™.
Fir xeR ist [x1,-B|=[xSS*-SAS=|S(x1.-A)S=|S] - [X1n-A - S =[x1:-Al.

9.4 Bem.: Sai V ein endich-dimensionaler Vektorraum und f:V—V eine lineae Abbildung mit
Matrix A bezuglich einer Basis by,...,h von V. Dann hangt das charakteristische Polynom von A
nur von f ab, aber nicht von der Wahl der Basis by,...,h. (W&hlt man eine andere Basis ¢, ... C,
von 'V, so ist die Matrix B von f beziglich c,,...c, zu A dhnlich, besitzt also nach Satz 9.3 das
gleiche charakteristische Polynom). Man nennt dieses Polynom dann auch das charakteristische

Polynom vonf.

Satz: Fir einen endich-dimensionalen Vektorraum V und eine lineae Abbildurg f:V—-V sind
aquivalent:

(2) fist diagonalisierbar.

(2) V besitzt eine Basis, die aus Eigenvektoren vonf besteht.

(3) V ist die Summe der Eigenréaume vonf.

(4) V ist die direkte Summe der Eigenréaume vonf.

(5) dim V ist die Summe der Dimensionen der Eigenraume vonf.

Bew.: (1)=(2) Se f diagondisierbar. Dann existiert eine Basis by,...,k, vonV mit der

Eigenschaft, dal3 de Matrix vonf beziglich b,...,k, die Form wie rects hat. A (al 0)
Furi=1;..;nist f(by)=ab;, d.h. hist Eigenvektor vonf zum Eigenwert a.

(2)=(3) Sai by,...,hn eine Basis von V und jedes b; sei Eigenvektor von f zum Eigenwert a. Ist v
€V beliebig, so existieren ry,... /o €R mit v=rib;+.. +r:by. Alsoist V=Eay(f)+...+Eay(f).

(3)=(4) Siehe Satz 9.1 €Ba(f) €E3(f)

(4)=(5) Aus V=Ea(f) ®...@ Ea(f) folgt: dim V=dim Ea(f)+...+dim Eay(f).

(5)=(1) Seenry,...r, die paaweise verschiedenen Eigenwerte vonf, undsei dim V=

dim Er(f)+..+dim Er,(f)="dim(Er.(f)&@...®Er,(f)). Dann ist V=Er(f)®...0Er,(f). Wir wahlen
eine Basis by,...,h. von Ery(f), eine Basis bg.1,...,0e von Er,(f), usw. Dann bilden by, ...,hy,bg:4,...,
be,...eine BasisvonV und keziglich deser Basis hat die Matrix von f die Form

()

Bsp.: (1) Sei V IR2 undf(a,b) (aatb) fur a,b €R. Die Matrix von f beztglich der Standardbasis
vonV ist A— 1 1 .Das charakteristische Polynom von A ist =(x-1)2

Daher ist 1 der einzige Eigenwert von A undf. Ferner gilt:
(a,b) eEy(f) & 0=(0,8) & a-0.
Folglich ist E4(f)=IR(0;1), insbesondere ist dim E;(f)=1<2=dim V, d.h.f und A sind nicht diago-
nalisierbar.

11.01.01
(1) V=IR*, f:V-V f(abc,d)=(ab+d,brab+2c+d-b+2d), ab.c,d €R. Die Matrix von f beziiglich
der Standardbasis von V ist( s. nachste Seite). Fir x €R ist det(x1,-A)=...=(x-1)*(x-2)% Daher
sind 1 und 2 t& enzigen Eigenwerte vonf.
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1101 10-1 10-10

0100} Wir berechnen zunadhst 1 A_(SOOO) »f010 1)

1121 11-1-1 0000
(0 102) Ei(f)=Ker(id.-f): 0101 J GauAlgorithmus \ o0

10-1 00-1
2.1- A= 0100 »f 0100

110-1 oooo

0100 Gaul3-Algorithmus 000

Daher bilden bs=(1;0;0;1) und b,=(0;0;1;0) eine Bass von Ex(f). Folglich bilden by,by,bs,bs eine
BasisvonV und de Matrix von f bezliglich deser Basis by,by,bs,bs ist

1
1 0
O 22 .Inshesoncereist f diagonalisierbar.

9.5 Satz: Gegeben sai ein Vektorraum V der Dimension n<eco undeine lineae Abbildung f:V-V.
Besitzt die Abbildung f n verschiedene Eigenwerte, so ist f diagonalisierbar.

Bew.: Offenbar ist dim V >dim Ery(f)®...@dim Er,(f)=dim Erl(f)+ A+dim Ery(f) =n.
Nacd Satz 9.4ist f diagondlisierbar. >1

Bsp.: Wie in Aufgabe 6 definiert man fur nelNo, die n-te Fibonacd-Zahl F, durch Fr.i=FtF.q,
Fo=0, F:=1, neIN. Die asten Glieder dieser Kette sind cemnad 0,1;1,2;3;5;8;13,21;... .
Wie findet man de geschlossene Forme fur F, aus Tell (11l') von Aufgabe 6?

Zunadst beobachtet man (E ) (0 ]1)(': 1) = —A“(F)

Um die Potenzen von A zu beredmen, werden wir A diagonalisieren. Das charakteristische Poly-
nomvonA ist |x -1]J =x(x+1)-1.
1 x-

DieNullstellensindr= £ unds= 15° . Nach Satz 9.5ist A diagonalisierbar. Wir be-
rechnen de entsprechenden Eigenraume: (_r ‘1> (X) = (°> & x+y=0 A -x+(r-1)y =0,

1 r+1 y 0

daraus folgt y=rx. Daher ist Er(f)=R (f) . Andog ist Es(f)=IR <i> . Wir erhalten: A (f 1)

G- ) c) () CY XEEES

s -1 v ; n— (11 r 0 1 s -1
(_r 1) .FirneNistalso A"= (r S) (O s ( ) o (_r 1)
- 1 r"s—s'r " F, —AN 0) —
- V5 (rn-ﬁ-ls Sn+1r Sn+1 rn+1> und (Fn+1> _A (1 - \E) (rn+1 sn-*-l) AI ggets Fn
1 1+V5" 1-y5"
V5 2 2

In &hnlicher Welse kann man andere rekursiv definierte Folgen behandeln.

9.6Bem.: (vergleiche Aufgabe 7)
Eine Maus befindet in einem Labyrinth( s. Aufgabe zur Form des Labyrinths). Fr i=1;...;4 sei g;
die Ubergangswahrscheinlichkeit von Zelle i nach Zelle | nach einer Minute. Die Matrix der

172 0 0 1/2
Ubergangswahrscheinlichkeit habe die Form A= (8 vz o 1;;) . Fir n €N gibt A" die Uber-
1/4 14 14 1/4
gangswahrscheinlichkeit nach n Minuten an. Wie ist das Verhaten der Maus nadh langer Zeit(
d.h.fdr n—oo )? Um die Potenzen von A zu berechnen diagonalisieren wir A zunacdst: Das char-

akteristische Polynom von A ist x*-3/4x3+3/4x*+1/16x-1/16=(x-1)(x+1/4)(x-1/2)*. Die entspre-
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chenden Eigenrdume sind E;=IR(1;1;1;1), Ew=R(2;2;2;-3)", E.=IR(1;-1;0;0)"+R(-1;0;1;0).

1 —1 — — _ _ _ —_ 1 - _ 1
Daherist (12 1\ = (1w = (12 (1o 0 o) dhA=SDS
2 1 -1/2 0 1/2 1 2 0 1 0 0 172 0
-3 1 3/4 0 0 1 -3 0 0 0 0 0 1/2

und A"=SD"S* fiIr n €IN. Jetzt verwenden wir ein wenig Analysis underhalten:

lim A"=S-lim D"S* mit lim D"= (1 © g) . Daher ist lim A=
0000
(f/f’s 1S 11 fiﬁ) = (152 s 118 2/5> . Asymptotisch hélt sich die Maus mit der Wahrschein-

e
cor
or o

O OoOoo

|

wNh NN
|

cor
|

or o,

coopr

ocooo

0
0
0
0

O O OO

1
1
1
1

-3 2/3 -1U3 0 5 15 15
-3 -13 2/3 0 1/5 15 1/5 2/5

lichkeit 1/5 in jeder der Zellen 1;2;3 und mit der Wahrscheinlichkeit 2/5 in Zelle 4 auf und zwar
unabhéngig von der Ausgangszelle.

In 8hnli cher Weise kann man 6konamnische Prozesse oder auch Wadstumsprozesse in der Biolo-
gie behandeln.

10. Euklidische Vektorraume

10.1 Def.: Ein Skalarprodukt auf einem redlen Vektorraum V ist eine Abbildung VXV—IR,
(v,w)—(vjw) mit folgenden Eigenschaften:

(1) (+Viw)=(viw)+(V'|w) (v.v,w eV)
1 (aviw)=a(viw) (v\w €V, acR)
(1) (viw)=(wijv) (v,w €V)

(V) (vjv)>0 far v eV\{0}

Bem.: Aus (I), (II), (II) folgt sofort:

(V) (vjw+w")=(vjw)+(vjw') (v,\w',w eV)

(V1) (vjaw)=a(v|w) (v\w €V, acR)

Wegen (1) und (lll') ist fur w €V die Abbildung f.:V—IR, v—(vjw) linea. Daher ist f,(0)=0, d.h.
(VII) (Ow)=0 (wevV)

Aus (Il folgt (VIII) (v|0)=0 (veVv)

Bsp.: Fur n elN ist die Abbildung IR"™XIR"=IR, (X,y)—=(X]y) mit (X]y)=Xwy1+...+Xnyn fUr X=(Xa,... Xn),
y=(Y1,...yn) €ER" ein Skalarprodult, man nennt es das Standardskalarprodukt auf IR".

(I Seien a,b €R mit a<b undsal #7a,b] der redle Vektorraum all er stetigen( continuows) Funk-
tionen auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b]={x €R | a<x<b}. Dann wird durch (f|g)=./°f(t)
g(t)dt ein Skalarproduk auf Za,b] definiert.

Man nennt es das Standardskalarprodult auf 7 a,b]( Mehr dartiber in der Analysis).

17.01.01
Satz: (Ungleichung von Cauchy und Schwarz)
Gegeben sei ein Skalarproduk auf einem redlen Vektorraum V. Fir ale x,y €V ist dann (x]y)?<
(XX)(yly). Das Gleichheitszeichen tritt genau dann auf, wenn x undy linea abhangig sind.

Bew.: Im Fall y=0 steft auf beiden Seiten 0.Sei y=0 undc= 2% Danngilt:

0= (x-Cylx-cy)=(x[x)-c(Xly)-c(yIx)+C(yly) =(x}x)- 2c(x|y)+c2(y|y) (xp)-2 U
=(xp)- 22
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Multi pli kation mit (yly) ergibt:  0<(x[x)(yly)-(x]y)?.

Damit ist die Ungleichung bewiesen.

Im Fall (x[x)(yly)=(x|y)? folgt O=(x-cy[x-cy), d.h. x-cy=0. Also sind x undy linea abhangig. Sei
umgekehrt x=dy fir ein delR. Dannist (x]y)*=d?(yly)*=(x[x)(yly).

10.2D¢f.: Gegeben sal ein redler Vektorraum V mit Skalarprodukt V XV —IR, (v,w)—(vjw). Man
spricht dann auch von einem euklidischen Vektorraum. Fir v €V nennt man |v|F (v/v) die
Lange oder den Betrag oder die Norm von v.

Bsp.: In IR mit dem Standardskalarprodukt gilt: \Q\ v
v=(ab) = |ME VaZ+b® , |V|f=a+b* sieheredts). // }b
Satz: In jedem euklidischen Vektorraum V gilt: >
(1) IME=0 furalev eV —

(1) IMIFO < v=0 a

(1) levlEll- vl (acR, veV)

(V) Iv+twl=|MIFMWI - (vw eV) (Dreiedksungleichurg)

Bew.: (I) folgt aus der Definition.

(1) IMFO = (viv)=0 « v=0

() levle V(aav) = Va?(vv) = Va2V(vv) =l Il

(IV) Iv+w]P=(v+wlv+w)= (VIV)+(VIW)+(WIV)+(WIW)=(VIV)+2(VIW)+(WIW)S(VIV)+2I(VIW)I+(WIW)

<csu [MIF+2|MI- IWIHIWIP=(IIEIWID*

Bem.: Im Fal |v+w|E|v|F|w]|| folgt aus obigem Beweis |(viw)[=|V]|- ||} Aus der CSU folgt aso,
dal3 v undw linea abhéngig sind. Im Fall w0 ist also v=cw fir ein ¢ €R. Folglich ist c(w|w)=
(Vw)=|(viw)[=[el(wiw), d.h.c=0. Es gilt also: |v+w]|E|V|F|w|| < w=0 oder v=cw fir ein c=0.

10.3Satz: Fir ale Elemente v,w eines euklidischen Vektorraumes V gilt:
(1) Iv+wIP=IVIF+IWIF+2(viw) (Satz des Pythagoras)
(1) IVv+wiP+v-wif=2]|v|F+2|w]F (Parallelogrammgleichung)

Bew.; (1) |V+W|F=(v+wiv+w)=(v|v)+(viw)+(Wiv) +(wiw)=|V|F+2(viw) +|w]F.
(1) IMv+wiF+V-wiP=(vIV)+2(vIw) +(Wiw) +(VIV)-2(viw) +H(wiw)=2| | F+2| ] .

10.4Def.: Fur Elemente v,w eines eukli dischen Vektorraumes V nennt man d(v,w):=|v-w|| den
Abstand oder die Distanz zwischen v undw. Die aif diese Weise definierte Abbildung V XV —IR
nennt man de Metrik vonV.

Satz: Fur Elemente x,y,z elnes euklidischen Vektorraumes V gilt stets:

(1) d(x,y)=d(y.x)

(I d(x,z2)=d(x,y)+d(y,z) (Dreecksungleichung)
(1) dix,y)=0

(IV) d(x.y)=0 < x=y

Bew.: (1) d(x,y)=[Xx-ylFI(-1)(y-)IF-1] - [y-x[Fd(y.x).
(1) d(x,2)=|Ix-z|FF[Xx-y+y-z||<[X-ylly-2z|Fd(x,y) +d(y,2).
(1) Klar.

(IV) d(x,y)=0 < [KX-y[FO < x-y=0 < x=y.
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10.5 Def.: Elemente v,w eines euklidischen Vektorraumes V mit (vjw)=0 nennt man senkrect
oder orthogonal. Gegebenenfalls schreibt man v1w. Man nennt von O verschiedene Vektoren
Vi,...,VhiNV

(1) ein Orthogonalsystem, fallsvi Lv; fur alei#j gilt.

(I en Orthonamalsystem, fall s zusétzlich |v4|[E...=| VA1 gilt.

(1) eine Orthonamalbasis, fall s vy,...,\ ein Orthonamalsystem undeine Basis von 'V bil den.

Satz: Jedes Orthogonal system vy,...,\ in e@nem euklidischen Vektorraum V ist linea unabhéngig.

Bew.: Seien a,... a2, €R mit ayvi+.. . +av,=0. Fur k=1;...,m ist dann:
0=(Ovw)=au(V1|vi)+.. .+a1(vn|vk):a<(v_k!!k), d.ha=0.
#0
Bem.: Fir jede Orthonamalbasis bs,...,h in einem euklidischen Vektorraum V und beliebige
Zahlenry,s,.../n,S €R gilt:

(riba+.. 41| sibit.. +s0n)=risi(ba o) +.. +riSa(ba|on) +... AreSi(a]1) +.. AreS(bn[n)=riS +... 1S,

10.6Satz: ( Orthonamali sierungsverfahren vonGram-Schmidit) !

Gegeben sai eine Basis a,... a, eines endli ch-dimensional en eukli dischen Vektorraumes V. Dann
existiert eine Orthonamalbasis by,...,k vonV mit der Eigenschaft, dald jedes b eine Lineakom-
bination vonay,...a ist.

Bew.: Wir setzen zunachst by:= ”;‘1". Dannist |pi|EL.

Sind bereits Vektoren by,...,k flr ein k<n konstruiert, so setzen Wir Ce.1:=a1-(&1|01)bi-.. - (ace 1|k
)bx.

Fur j=1;....k gilt dann:(Ce1]0;)=(8+1[l5)-(Bx+2[P2) (D1[3)- . . - (A 1]0K) (ok[0) = (Bc+1|03) - (B2 [l05) =O.

Daher bilden by,..., 1, G €ine Orthagonalsystem. Setzt man b= ICklI so hilden by,...,h, b €N
+1
Orthonamalsystem. Nach Satz 10.5 hlden b,...,h, eine Orthonamalbasisvon'V.
18.01.01
10.7 Satz: Jedes Orthogonal system a,...an in eéinem endlich-dimensionalen Vektorraum V kann
man zu einer OrthonamalbasisvonV erganzen.

Bew.: Nadh Satz 10.5s8ind &,..,an linea unabhéngig. Wir erganzen a,... an zZU einer Basis a, ...
,8m, 8m1,...80 VON 'V und wenden darauf das Orthonamali sierungsverfahren von Gram-Schmidt
an. Wir erhalten eine Orthonamalbasis by,...,hn vonV. Dabei gilt nadh Konstruktion:
b.=a,...,b=an (bereits orthogonal e Vektoren beiben erhalten).

10.8 Def.: Fur jede Teilmenge M eines euklidischen Vektorraumes V nennt man M*={v V|
vimfirdlemeM}={v €V|(vim)=0 fir ale m M} das orthogonale Komplement vonM in V.

Bem.: Man rechnet leicht nach, dal3 M+ ein Untervektorraum von'V ist.

Satz: Fir jeden Untervektorraum U eines endli ch-dimensionalen VektorraumesV gilt:
(1) V=Ue U+, insbesondere st dim V=dim U+dim U4
(1) U=(UH)=U+-.

Bew.: Wir wahlen eine Basis &,...a, von U und orthonamalisieren diese mit dem Gram-
Schmidt -Verfahren. Wir erhaten so eine Orthonamalbasis by, ...,k von U.

Diese erganzen wir unter Verwendurg von Satz 10.7 zu einer Orthonamalbasis by,...,on, b, ...,
b, zu V. Dannsind by,...,k €UL. Daher ist dim U+>n-m.
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Fur jedes u eUNU* ist (ulu)=0, d.h. u=0. Daher ist UnU*={0}, also UnU*=U&U* und dim
U+U* =dim U+dim U*>m+n-m=n=dim V.

Folglichist V=U+U*=UaU".

Fur u €U und veU* ist 0=(v|u)=(ul]v). Daher ist UcU*+.

Andererseits gilt nach (1): dim U*‘=dim V-dim U*=dim V-(dim V-dim U)=dim U.

Folglichist U=U**.

10.9 Satz: Fir Untervektorraume U; und U, eines endich-dimensionalen euklidischen Vektor-
raumesV gilt: (I) U.cU, = Ut cU,

(”) (U1+U2)J':U1J'HU2L.

(“') (Ulﬂ Uz)J‘:U1J'+U2J'.

Bew.: (1) ,=" folgt unmittelbar aus der Definition.

” =5 UZLEUf = UlLJ'gUZ = U1§U2.

(I Wegen U;,cU;+U, gilt nach (I): (Ui+Up)* Ut Andog ist (Ui+Ux)*cUy*t. Daher ist

(U+Up)rcU i NU-

Umgekehrt gilt fir u, €Uy, u, €U,, veU NUL*, (v|u1+u2):(\ﬁ%)+(\ﬂg):o. Alsoistv €(U+Uo)*.
=0 =0

(1) (UiNU) =180y (U NU2) =1090n (U +U) T H=UH+UL

10.10Satz: Gegeben seien ein Untervektorraum U eines endli ch-dimensionalen U
euklidischen Vektorraumes V und ein Vektor v €V. Dann existiert genau en
Vektor u, €U mit

d(v,u)=min{d(v,u) | u €U}.

Fur jede Orthonamalbasis us,...,U, von U gilt: us=(v|u)us+...+(V|Um)Um.

Bew.: Seien V, U, v und u,...,u, gegeben. Wir setzen w:=(V|u)us+...+(V|Un)Un.
Far i=1;....,m gilt dann: (v-Uo|u)=(V|u)-(V|u) (Us|u)-...-(V]um) (Un|u)=(V]u)-(v|ui)=0. Daher ist v-uo
eU*. Fir beliebige Elemente &,... an €R undu=auy+...+ann €U gilt: v-u=v-up+[ (v|ur)-ad] us+...+
[ (V|um)-am] um. Aus dem Satz des Pythagoras folgt al so:
[V-U|P=]V-Uo| P+ (V|ur)-ad] 2+...+ [(V|um)-an]>=|NM-Wo|F, und Gleichheit hat man nur im Fall a,=(v|uy),
cee@r=(V[Um). —

>0
Bsp.: (Methode der kleinsten Quadrate)
Eine Versuchsreihe hat Mel3werte (r1,1),...{rS) €IR? ergeben. Wir suchen eine Gerade y=ax+b,
die diese Mel3werte , approximiert”, d.h. es soll gelten: s~ari+b. Genauer soll (ar+b-s;)%+...+
(arn+b-s,)> moglichst klein werden. Setzt man aso vi=(r4,...fr), V2=(1;...;1), v=(si,...S) €R", S0
sind Zahlen a,b €IR gesucht mit |jav,+bv-v|FEminimal.
Wir suchen also im Untervektorraum U=Span(vi,V,) von R" einen Vektor u,=av,+bv,, der vonu
minimalen Abstand hat. Nach dem Satz ist us=(Vv|us)u+(V|uz)uz, wobei u;, U, eine Orthonamal-
basisvonU ist.
Als konkretes Beispiel nehmen wir Mef3werte (2;8), (3;10), (-5;-3). Dann ist vi1=(2;3;-5), vo=
(3;1;2), v=(8;1G;-3).
Wendet man das Gram-Schmidt-Verfahren auf vi undv, an, so erhdlt man die Orthonamalbasis

U= = (23-5), L= 5 (LL1). Esist dso b= 75007 (23-5)+ 5155 (LL)= 5

(312373-115).
Wegen w=avi+bv; ist 33—182 =2a+b und 33—783 =3a+b, alsoja= % , b= % } gesuchte Gerade.

Als,, Probe“ berechnen wir: (2a-+o-8)%+(3a-+o-10)%+(-5a+b+3)%=[8%+(-7)*+(-1)]/38= % ~8%.
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Bem.: Gegeben seien von 0 verschiedene Vektoren a,b in einem euklidischen Vektorraum V.
Nach der CSU gilt dann-1< (ab) <+1.

llell- [Iol]
In der Analysislernt man, dal? genau ein $=%,, €R existiert mit 0<9 <7 undcos 3= (ab)

liell- [l
Man nennt ¢ den Winkel zwischen aund b.Es gilt also (alb)=|al|- ||p||- cos $.Daher kann man den
Satz des Pythagoras auch in der folgenden Form schreiben. |la-b|P=|ldalF+|b|F-2lal|- |bl|- cos ap.
Diese Gleichung bezeichnet man auch als Cosinus-Satz.

Offenbar gilt stets:

(|) 9a,b:9b,a-

(”) 9a-b-:77'9ab-

(1) 9ras.=%ap fur positiver,s €R.

(IV) ablinea abhéngig < 9., €{0;m}.
(V) alb e 9.=m/2.

24.01.01
11.I1sometrien undadjungierte Abbildungen

11.1 Def.: Gegeben seien euklidische Vektorraume V,W. Eine Abbildung f:V—-W mit (f(x)[f(y))
=(x|y) fur dlex,y €V nennt man _sometrie.

Bem.: (I) Gegebenenfall s erhélt f Langen von undwinkel zwischen Vektoren. Insbesondereist f
stetsinjektiv.

(1) st f sogar bijektiv, dann ist auch die Umkehrabbildung f:W—V eine Isometrie; fir w,w'
eW gilt: (FH(w)[f(w))=(f(F (W) If(F*(w")))=(wiw).

(1) Hat man euklidische Vektorraume U,V,W und Isometrien f:U—-V, g:V—W, so ist auch gof:
U—-W eine Isometrie. Fir u,u €U gilt ndmlich: (g(f(u)[g(f(u)))=(f(w[f(u’))=(ulu’).

(IV) Stetsist id,:V—-V, v—v eine Isometrie. Allgemeiner nennt man Isometrien f:V—V orthogo-
nale Transformationen.

11.2Def.: Zwe euklidische Vektorraume V,W nennt man isometrisch isomorph, fall s eine bij ek-
tive Isometrie f:V—-W existiert.

Bem.: Dieisometrische Isomorphie von euklidischen Vektorraumen ist eine Aquivalenzrelation,
dies beweist man in der Gblichen Weise.

Satz. Zwel endich-dimensionale euklidische Vektorraume sind genau dann isometrisch iso-
morph, wenn sie die gleiche Dimension haben.

Bew.: Wir wissen schon, dal3 isomorphe Vektorrédume stets die gleiche Dimension haben. Umge-
kehrt zeigen wir, dal? jeder euklidische Vektorraum V der Dimension n<eco zum IR" mit dem
Standardskalarproduk isometrisch isomorphist. Dazu wéahlen wir eine Orthonamalbasis by, ...,h,
vonV. Betrachten wir die Abbildung f:R"—V, (X4,... Xn)—X1b1+.. . +Xqbn.

Offenbar ist f linea und bj ektiv.

FUr x=(X1,... Xn) undy=(ys,...y») gilt nach Bemerkung 10.5

(FOOIF(y))=(X1ba+.. +Xnbn| yabit+...4ynbn) =1° X1ya+.. +Xayn=(X]y). Daher ist f Isometrie.

11.3Satz: Gegeben seien endli ch-dimensionale euklidische Vektorraume V,W mit Orthonamal-
basis by,...,n bzw. ¢i,...Cn. Eine lineae Abbildung f:V-W mit Matrix A=(a;) €lR™™ bezlglich

by,...bm undc,,... . ist genau dann Isometrie, wenn gilt:
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Bew.: =" Sei f Isometrie. Fir i,j=1;...m setzen wir 5;:={ ;') ( Kroneder-Delta).

Dann ist &i;=(bi|b)=(f(b)[f(b))=(auCi+...+aCn| ayCi+...+a;C)=""auay+...+a:a;. Folglich ist 1=
ATA.

»<" Sel umgekehrt ATA=1,,. Furi,j=1;...,m gilt dann:

(f(bi)|f(bj))=(a1icl+...+a1icn| alj(:1+...+&j%)=1°'5a1ialj+...+a1iaq,:6i,j.

Fur beli ebige X1,y1,... XmYm €R gilt also:

(f(X1bat.. AXmbm) f(Y1b1+. . +Ymbm)) =(Xaf (b)) +.. +Xmf (br) yaf(br) +.. +Ymf (b))

=X1y1(f(b) (D)) +. +X1ym(f(D) (D)) +. . AXemy 1 (F(Om) F(D2)) +.. XY m(F(Om) [ (D)) =X 2y 1+ A Xy =0
(Xaby+.. AXmbly1bat. . +Ymb). Alsoist f Isometrie.

De€f.: Eine Matrix A € R™" mit ATA=1, nennt man orthogonal.

Bem.: (1) Orthogonale Matrizen entsprechen aso orthogonalen Transformationen nach Wahl
einer Orthonamalbasis.

(I Fur jede orthogonadle Matrix A e R™" gilt:

1=det 1,=det (ATA)=det AT - det A=(det A)? also det A=1 ocer det A=-1.

(1) Fur jede orthogonale Transformation f auf einem eukli dischen Vektorraum V gilt also:

detf €{1;-1}

Bsp.: Sei V ein euklidischer Vektorraum, dim V=2 mit Orthonamalbasis e,,e, undf:V—-V eine
orthogonale Transformation.

Wir schreiben f(e;)=aa+be, undf(e;)=ce+de, mit a,b,c,d €R. Dannist
1=|lelP=If(er)IF=|lpatbes|f=ar+b°.

Daher exigtiert « €R mit 0<x<2m unda=ms «, b=sin «. Analog ist c>+b’*=1. Wegen 0=(ei|e;)=
(f(e)[f(e))=(aa+be|ce+de;)=ac+bd fol gt leicht: f(e;)=+(-bei+ae)

Fal 1: f(e))=-be+ae. Dannist die Matrix vonf beziglich e;,e; gleich A= (°°SX ‘S‘”X) , X Sel «.

sinX CcosX
Insbesondere ist det f=det A=1. Geometrisch ist f eine Drehung um den Winkel «.

cosX sinx
sinX —Ccosx

Fal 2: f(e;)=ber-ae. Dannist die Matrix von f beziglich e, e, gleich B= (
Insbesondere ist det f=det B=-1.

Wir benutzen die Additionstheoreme aus der Analysis:

CoS (ox+B)=C0S x - COS B- Sin - Sin B.

sin (x+B)=sin « - cos B+ coS & - Sin B.

Dann sieht man, dal3 b,=(cos «/2)e;+(sin «/2)e, ein Eigenvektor von f zum Eigenwert 1 und b,=
(-sin a/2)ex+(cos «/2)e; ein Eigenvektor vonf zum Eigenwert -1 ist.

Die Vektoren by,b;, bilden eine Orthonamalbasis von V und beztiglich by, b, hat die Matrix von f

die Form C= (1 0) . Geometrisch ist f Spiegelung an der Geraden IRb,. In Dimension 2 ist

) , X sel .

0 -1
also jede orthogonale Transformation entweder eine Drehung oder eine Spiegelung.

11.4 Satz: Gegeben sl ein euklidischer Vektorraum V mit Orthonamalbasis by,...,h, und eine
Matrix S=(s;) €R™". Wir setzen bj:=s;b,+...+s,b, (j=1;...;n). Dann gilt:
b's,...,0, ist OrthonamalbasisvonV < Sist orthogonal.

Bew.: Fir i,j=1;..;n gilt (b'|b’)=suSy+...+SiS,. Daher gilt:
bll,...,bn ist OrthonamalbasisvonV < (b'i|b'j):5i,j (I ,J:].,,n) =14 Slislj+---+31i31j:5i,j (I ,J:].,,n) =4
S'S=1, & Sist orthogonal.

25.01.01
11.5 Satz: Gegeben seien endlich-dimensionale euklidische Vektorraume V,W und eine lineae
Abbildurg f:V—W. Zu jedem w €W ex. dann genau ein Element f(w) €V mit (f'(w)M)=(wlf(v))
(") fur dlev V. Die so definierte Abbildung f:W—-V ist linea.
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Bew.: Wir wahlen eine Orthonamalbasis b;,...,kn von V. Sei w eW undf’(w) €V mit (f'(w)v)=
(wif(v)) fur alev eV. Wir schreiben f*(w)=asb:+.. +ab, mit a,...a €R. Fir i=1;...;n gilt dann:
a=(f"(w)[b)=(wlf(by)). Daher ist f'(w) eindeutig bestimmt( dajedes a eindeutig bestimmt ist).
Zum Beweis der Existenz setzen wir f'(w):=(wif(b.))bs+.. +(w(f(bn))bn.

Fir i=1;...;n ist dann (f'(w)|b)=(wlf(b)). Sei jetzt v €V beliebig und v=rib;+..+r.b, mit ry,... 00
€R. Danngilt:

(EW)W)=r1(f" (W) Jor)+.. +r(f" (W) o) =ra(Wf(bo)) +.. +ra(WIf( b)) =(W]r:f(bo)+...+r.f(bn))=(WIf(r s +...
+bn))=(Wif(V)).

Damit sind die Existenz und Eindeutigkeit von f bewiesen. Zum Beweis der Lineaitédt von f°
seienw,w' €V, a,d €R. Danngilt:

f (aw+aw")=(aw+aw'[f(by))bs+...+(aw+aw'[f(bn)) b=a(wlf(b.)) bi+a (wif(bi)) bet.. +a(wif (b)) ort+
a(w'lf(bn))br=al (Wf(b1))bs+.. +(WIf(bn))ba] +a (W'[f(ba))bat.. +(W'[f(bn)) be] =af” (w)+af" (w').
Damitist f* linea.

Def.: Man rennt f* die zu f adjungierte (lineae) Abhildurg.

Bem.: Wir wéhlen zwel Orthonamalbasen by,...,b, vonV undc;,... ¢, von W und bezeichnen mit
A=(a;)) und A'=(a’;) die Matrix von f bzw. f beziglich dieser Basen. Es ist aso
f(b)=ayci+...+aCn (j=1;..;m) undf’(c)=a ybi+.. +anbm (1=1;..;n).

Daher gilt fir k=1;...;m, I1=1;...;n aw=(f"(c)| b)=(c| f(b«))=ax. Folglich ist/A=AT,

Bsp.: f Isometrie < (vv)=(f(V)[f(v)) fir dlev €V < f'(f(v))=v fur dlev €V < f of=id,.
11.6Satz: Fur endi ch-dimméro(glgll)gl\gkli dische Vektorraume U,V ,W gilt stets:

() (F)=ffur f eHom(U,V).

(1) (af+bg)'=af"+bg" fur a,b €R, f,g eHom(U,V).

(1) (gof)'=f"og" fur f eHom(U,V) undg eHom(V,W).

(1V) det f'=det f fir f eHom(U,U).

Bew.: Diesfolgt mit Bem. 11.5aus den entsprechenden Rechenregeln fur Matrizen( s. dart):
() (A=A

(1) (@A+bB)™=aA™+bB".

() (BA)'=AT-B'.

(IV) det AT=det A.

Def.: Sa V en endich-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Eine lineae Abbildung f:V—-V
hel(3t:

() selbstadjungiert, fallsf'=f.

(1) normal, falsf of=fof".

Bem.: Ist A die Matrix vonf beziiglich einer Orthonamalbasisvon V, so gilt aso:
() f selbstadjungiert = A™=A, d.h.A ist symmetrisch.
(I f normal < ATA=AAT. Matrizen mit dieser Eigenschaft nennt man ebenfalls normal.

Bsp.: (1) f selbstadjungiert = f normal
(I f Isometrie = f'=f* = f normal

11.7 Satz: Fur jeden endli ch-dimensionalen eukli dischen Vektorraum V undjede normale lineae
Abbildung f:V-V gilt: (I) Ker f'=Ker f.

(1) fundf’ besitzen de gleichen Eigenwerte.

(I Fur jeden Eigenwert r vonf ist E(f")=Ef).
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Bew.: (I) Fir v €V gilt: f'(v)=0 o (f (V)" (v))=0 < (VIi(f (v)))=0 < (f(V))[v)=0 < (f(v)[f(v))=0
o f(v)=0.

(IN-(111) Wegen 1,"=1, ist (id,)"=id\. Fir r €R gilt also: (f-r - id) o(f-r - id,)=(f"-r(idy)Yo(f-r - id,)=
(- - i) o(f-r - ich)=F of-rf-rf +12-ich=  fof -rf-rf"+r2- idy=(f-r - id)o(F'-r - idh)=(f-r - id)o(f-r - id)".
Daher ist f-r - id, auch normal. Nach (1) gilt aso E(f)=Ker(f"-r-id,)=Ker(f-r - id,)" =Ker(f-r - id,)=
E(f).

Bem.: Im folgenden werden wir beweisen, dal3 selbstadjungierte lineare Abhil dungen stets diago-
nalisierbar sind. Aquivalent dazu ist die Aussage, dal3 symmetrische Matrizen stets diagonalisier-
bar sind. Der Beweis nutzt komplexe Zahlen, dese werden wir jetzt einfihren.

12. Die Hauptachsentransformation

12.1Def.: Ein Korper ist eine Menge K mit zwei Abhildungen KXK—K, (a,b)—(a+b) (Addition)
undK xK—K, (a,b)—(a- b) (Multiplikation) undfolgenden Eigenschaften:

() atb=bt+a (Kommutativgesetz)

(1) (atb)+c=aHb+c) (Assoziativgesetz)

(1) Es existiert ein Element 0 €K mit O+a=afir acK (Existenz des Nullelements)
(IV) Zujedem a €K exidtiert ein -a €K mit a+-a)=0 (negatives Element)

(V) ab=ba (Kommutativgesetz)

(V1) (ab)c=a(bc) (Assoziativgeset?)

(V1) Esexistiert ein Element 1 €K mit 1#0 A la=afir a €K (Existenz des Einselements)
(VIII) Zujedem a€K\{0} existiert ein a® eK\{0} mitaa’=1 (inverses Element)

(IX) a(b+c)=ab+ac (Distributivgesetz)

Far (D-(1X) gilt a,b,c eK.

Bsp.: R ist Kdrper, Q ist Korper, Z dagegen nicht( kein inverses Element)
Den Koper € der komplexen Zahlen werden wir bald kennenlernen. Fir die Informatik wichtig
ist der KOper mit zwei Elementen( namlich 0 und,, 1%).

Bem.: (1) In jedem Korper ist das Nullelement eindeutig bestimmt. Sind ndmlich 0,0 €K mit
O+a=a®'+aflr ackK, so gilt 0'=0+0'=0'+0=0.

31.01.01
(I Zu jedem Element a €K ist das negative Element -a €K eindeutig bestimmt, ist némlich
a+tb=0=a+q so folgt b=0+b=(a+qg+b=(c+g+b=cHa+)=c+0=0+c=c.
Statt a+-b) schreibt man a-b.
(1) Analog zeigt man, dal’3 K genau ein Einselement besitzt und dai3 zu jedem a eK\{0} genau
ein Inverses a* eK\{0} exitiert.
(IV) Fir aeK ist 0a50+0)a=0a+0a. Addition von (-0a) auf beiden Seiten ergibt: 0=0a. Daher ist
auch a- 0=0.
(V) Ausab=0folgt a=0 v b=0, dennim Fall a0 ergibt die Multi pli kation mit a*; 0=a'0=a’(ab)
=(a'a)b=1b=b.
(VI) Wie bel Vektorraumen beweist man Redhenregeln wie -(-a)=a, -(a+b)=-a-b, -(ab)=(-a)b,
(-a)(-b)=ab, wsw.
Analog beweist man: (a')*=a, (ab)*=a'b™,...
(V) Wie bei Vektorrdumen vereinbart man, dal3 Punktrechnurg vor Strichrechnurg gilt. Wegen
der Asziativgesetze |&3t man haufig Klammern weg.

12.2 Satz: IR>={(a,b) | a,b €R} wird zu einem Kdrper, wenn man Addition und Multiplikation
folgendermal3en definiert: (a,b)+(c,d):=(a+gb+d) und(ab) - (c,d):=(acbdad+bc)
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Bew.: Die Redhenregeln fir die Addition kennen wir bereits( entspricht der Addition in Vektor-

réumen)

(a,b)(c,d)=(acbd ad+bc)=(ca-dbcb+da)=(c,d)(a,b) Kommuitativitét
[(a,b)(c.d)](ef)=(acbdad+bc)(ef)=(acebde-adf- bcf,ad-bdf +ade+ice)=(a,b)(ce-df ,cf+de)=(a,b)
[(c.d)(ef)] Asziativitét
(ab)[(c.d)+(ef)]=(ab)(c+ed+f)=(ac+aebd-bf ad+af +bc+be)=(acbd ad+bc)+(ae bf ,af +be)=(a,b)
(c.d)+(ab)(ef) Distributivitét

Einselement ist (1,0), dennfir (a,b) €IR? gilt: (1,0)(a,b)=(1a-0b,1b+0a)=(a,b)
Ist (ab) €R A (a,b)#(0,0), so ist @+b?#0 und (ab) (—b—bb) = (azibﬁazibz,a;j‘;ﬁafsz) =
(a2+b2 ab—ab) :(1,0).

a’+b*’ a’+b’

Def.: Diesen Korper bezeichnet man mit € undseine Elemente ds komplexe Zahlen.

Bem.: (I) Man kannsich C als (Gaulsche) Zahlenebene veranschauli chen.
(I Far a,b €R gilt: (a,0)+(b,0)=(a+b,0)

(a0)-(b,0=(a-b,0
Man redhnet aso mit den Zahlen (a,0) €C wie mit den Zahlen a €R. Zur Vereinfachung
identifiziert man daher eine Zahl a €IR mit der Zahl (8,0) €C. Auf diese Weise kann man IR auch
als Teilmenge( Tell korper) von C auffassen.
(1) Wir setzen i:=(1,0) €C. Fur a,b €R gilt: a+bi=(a,0)+(b,0)(0,1)=(a,0)+(0,b)=(a,b).
Daher ist C={ a+hi | a,b €lR} und i*>=(0,1)(0,1)=(-1,0)=-1. !
Wir schreiben in Zukurft komplexe Zahlen in der Form z=a+bi mit a,b €IR undrednen folgen-
dermalien: (athi)+(c+di)=a+cHb+d)i

(a+bi)(c+di)=(acbd)+(ad+bc)i

Man a den Red- undb den Imaginértell von der komplexen Zahl z=a+bi und schreibt: a=Re(z),
b=Im(z).

1+3i

Bsp.: Wieschreibt man <= in der Form x+yi mit x,y €R?
1+3i  _  1+43i 241 (1+43i)(2+i) _  (a43i)(2+i) _ -1+7n _ -1 -7. -1 _ -7 _
2 T 2 - ar - 5 - 5 -5 *t3 (335

12.3D€f.: Ist z=a+hi €C mit a,beR, so nennt man z :=abi die zu z konjugiert komplexe Zahl.

Satz: Firzw eCqilt: (I) z+w = z+w

() zxw = zxWw

)y z =z

(V) z+z =2Re(z), z—2z =2Im(2)i

(V) zeRe 2=z

(VI) z=athi mitabeR = zxz =a+b? >0 (&b’ €R)

Bew.: Wir schreiben z=a+bi, w=c+di, a,b,c,d €R

() Z+w = a+c+(b+d)i =atc(btd)i=a-bi+c-di= z+w

(M zxw = (ac—bhd)+(ad+bc)i =acbd-(ad+bc)i=(a-bi)(c-di)= zxWw
(my z = a+bi = a—hi =z

(IV) z+z =(athi)+(abi)=2a=2 Re(z), z—2z =(athi)-(abi)=2bi=2 Im(2)i
(V) z€eR e b=0< (athi)=(a-bi) & z=z

(VI) zxz =a-bfiz=a+b®> >0 A &+b* eR

12.4D¢f.: Ist z=a+hi €C mit ab €R, so nennt man [z:= zxz = a’+b? den Betrag vonz.



Mathe fir Informatiker( LA); Prof. Dr. Kilshammer, WiSe20002001 49

Bem.: Der Betrag von z ist also gleich der Norm von z im eukli dischen Vektorraum IR?, ausge-
stattet mit dem Standardskalarprodukt. Fur ale z,w €C gilt:

(1) |z|=0
(1) |20 = z=0
any [z=lz|

(V) |2w|=|z|*|w|
V) |z+wl<|z]+|w]

12.5Bem.: Geg. seien Elemente &,...a, €C mit a,#0. Dann nennt man die Abhildung p:C—C,
ZoaZa,1 2. +aiz+a, ein komplexes Polynom vom Grad n.

Ist z €C mit p(z)=0, so nennt man z eine Null stelle von p. Der Fundamentalsatz der Algebra be-
sagt, dal? jedes komplexe Polynom, dessen Grad von O verschieden ist, auch eine Nullstellein C
hat.

Er wurde von Carl-Friedrich-Gaufly 17771855 bewiesen. Sein Beweis geht Uber den Bewels der
lineaen Algebra hinaus. Elegante Beweise lernt man in Vorlesungen tber Funktionentheorie
oder Algebra. Wir werden ihnim folgenden verwenden( aber nicht beweisen).

12.6Bem.: Statt Vektorrdumen tber redlen Zahlen kann man auch Vektorréume tber einem be-
liebigen Korper K betradhten. Man spricht dann von K-V ektorréumen( Im Fall K=C spricht man
auch von komplexen Vektorrdumen). Die in den Kapiteln 1-9 bewiesenen Tatsachen Ubertragen
sich ohre Schwierigkeiten auf Vektorraume tber beli ebigen Korper. Wir werden diese Tatsachen
auch im folgenden verwenden. Kapitel 10 und 11 lassen sich nicht ohre weiteres auf beliebige
Korper veral gemeinern undzwar, da dort speziell e Eigenschaften von R benutzt werden, die be-
liebige Korper nicht haben( z.B. eine Einteilung in pcs. und reg. Elemente, Wurzel, Cosinus,...).

01.02.01
12.7 Satz: Jede symmetrische Matrix A €R™" besitzt einen redl en Eigenwert.

Bew.: Das charakteristische Polynom p von A ist ein redles Polynom vom Grad n. Dieses kann
man auch als komplexes Polynom auffassen. Nadh dem FS d. Algebra hat p eine Nullstellet €C.
Falit man A as komplexe Matrix auf, soist t auch ein Eigenwert von A. Wir werden zeigen, dal3
t €R gilt. Dazu betrachten wir die lineae Abbildung f: C™* -C™?, z -Az.

Diese hat die Matrix A bezlgli ch der Standardbasis ey, ....e, von C™*. Daher ist t Eigenwert vonf.
Wir bezeichnen mit z=(z,,...z,)" €C™* einen entsprechenden Eigenvektor. Wir schreiben t=r+si
mit r,s €R und z=x;+yji mit x;,y; €R (j=1;...;n). Wir setzen ferner x:=(X1,...Xn)", V:=(Y1,...yn)"
€lR™, Ausf(z)=tz folgt f(x)=rx-sy(=Ax) undf(y)=ry+sx(=Ay).

Folglich ist y'AX=y'(rx-sy)=ry™x-sy'y=r(yiX;+.. yaX,)-s(y:*+..+y>) €R und y'Ax=(y'Ax)"=
XTATY=p mm XTAY=XT(ry+sX)=rx"y+sx " X=r(yiXs+... +YoXn) +S(X1%+...+Xs2).

Damit ist 0=S(X1%+... X 2+Y:%+...+Yn?) und (X 2+.. +X2+y2+.. +Y,9) #0, da z#0( z ist Eigenvektor),
asoist s=0, d.h.t=r €RR.

12.8Satz: Gegeben seien ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum V undeine lineae
Abbildung f:V—-V. f ist genau dann selbstadjungiert, wenn eine Orthonamalbasis von V exi-
stiert, die aus Eigenvektoren vonf besteht.

Bew.: ,=" Sa f selbstadjungiert. Wir wéhlen eine Orthonamalbasis b, ...,k von V undwir be-
zeichnen mit A die Matrix von f beziglich by,...,b. Dannist A €R™" symmetrisch. Nach Satz
12.7 besitzt A einen Eigenwert r; €RR. Dieser ist auch Eigenwert von f. Wir bezeichnen mit v,
€V einen entsprechenden Eigenvektor, 0 B.d A. gilt |v1|F1.

Dann ist V=IRvi®U mit U:=(Rv,)*. Fir u €U gilt dann: (va|f(u))=(f(v1)|u)=(r.v|u)=0, d.h. f(u)
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€(IRv1)*=U. Daher kann man f zu einer lineaen Abbildung g:U—U einschrénken. Offenbar ist U
auch ein euklidischer Vektorraum, und fur alle u,u €U gilt: (g(u)|u))=(f(u)u)=(ulf(u’))=(ujg(u")).
Daher ist g auch selbstadjungiert. Wir argumentieren jetzt mit Indukion nadch dim V. Wir kon-
nen also annehmen, dal3d eine Orthonamalbasis v»,...,\, von U existiert, die aus Eigenvektoren
von g besteht. Dann ist vi,..,\h, eine Orthonamalbasis von V, die aus Eigenvektoren von f
besteht.

»=" Sa by,...,h ene Orthonamalbasis von V, die aus Eigenvektoren von f besteht. Die Matrix
von f beziglich by,...,k ist eine Diagonamatrix, d.h. insbesondere symmetrisch. Daher ist f
selbstadjungiert.

Bsp.. Wir betrachten den euklidischen Vektorraum IR® mit dem Standardskalarproduk und die
lineae Abbildung f:V—-V mit Matrix A= (—61 761 —1) bezlglich der Standardbasis e;,e;,6; von

-1 -1 6

\% _\G/Veiqen_f\T:A ist f selbstadjungiert. Wir berechnen zunadst die Eigenwerte von f:

-1 -6 -1| =..=(r-4)(r-7)?. Daher sind 4 und 7 die beiden einzigen Eigenwerte von f undA.

-1 -1 r-6

-1
1

-2 -1 -1\ ——p
Als nadhstes beredhnen wir Ex(f): (1 2 ;) Gaul3Algo. (

NN
or o

- ) Eigenvektor ist z.B.
0
(1;1;2). Normierung ergibt: b= % (L,1;2).
Dann berechnen wir entsprechend E;(f). Eine Basis von E;(f) ist z.B. (1;-1;0), (1;0;-1). Auf diese
wenden wir das GS-Verfahren an. Wir erhalten die Vektoren = (1;-1;,0) und (1,0;-1)- =

= (1-10)= (%%—1) . Den letzten Vektor miissen wir noch normalisieren und erhalten dann

die Orthonamalbasisbi= % (L,1;1), b= 5 (L-1,0)und b= = (L,1-2).

)

12.9 Satz: Eine Matrix A €eR™" ist genau dann symmetrisch, wenn eine orthogonale Matrix S
existiert mit der Eigenschaft, da3 SAS™ eine Diagonalmatrix ist.

[eNeRF N
o N o
~N O O

Beziiglich deser Basis hat die Matrix vonf die folgende Form: (

Bew.: ,=" Sai A symmetrisch. Wir betrachten den euklidischen Vektorraum V=R" mit dem
Standardskalarproduk und dig( selbstadjungierte) lineae Abbildung f:V—-V mit Matrix A be-
zlglich der Standardbasis ey,... &, von V. Nad Satz 12.8 existiert eine Orthonamalbasis by, ...,h,
von 'V, die aus Eigenvektoren von f besteht. Die Matrix B beztglich by,...,k ist also eine Diago-
nalmatrix. Wir schreiben: g=s;b:+...+s;b, mit s; €R fir i,j=1;...;n. Nach Satz 8.8 ist B=SAS",
und rach Satz 11.4ist S orthogonal.

,<" Sal A eR™ S elR™ orthogonal und SAS* eine Diagonalmatrix. Dannist SAS'=(SAS?)'=
(SY)TATS'=SATS?, dlso A=AT ((S)"=SundS'=SY).

Bem.: Die Satze 12.8 und 12.9 éreichnet man manchmal als Hauptadchsentransformation.

2 -1 2
Bsp.. Gegeben sai die symmetrische Matrix A= (21 2 21> . Wir suchen eine orthogonale
Matrix S mit der Eigenschaft, da3 SAS* eine Diagonalmatrix ist. Wir berechnen zunachst die
4
-2 -2 r+1

Wir betraditen den euklidischen Vektorraum V=IR" mit dem Standardskalarprodult unddie lin-
eae Abbildung f:V—-V mit Matrix A bezlglich der Standardbasis e),e,,6;. Wegen A=A ist f
selbstadjungiert. Wir berechnen E.5(f). Die Beredhnurg der Basisvektoren erfolgt wie im vorigen
Beispiel. Der Vektor (-1;-1;2) bildet also eine Basis von E4(f).

Eigenwerte. =...=(r-3)%(r+3). Daher sind 3 und-3 die einzigen Eigenwerte von A.
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Normierung ergibt: b,= V—lg (-1;-1;2). Analog berechnen wir E5(f). Eine Basis von E;(f) bilden
z.B. die Vektoren (2;0;1) und (-1;1;0). Auf diese wenden wir das GS-Verfahren an und erhaten
b,= \—15 (2,0;1) undhbs= % (-1,5;2) . Die Vektoren by,b,,bs bilden also eine Orthonamalbasis
vonV( Probe!).

-1 2 -1
V6 V5 V30 20 0
Daher ist die Matrix T= |= o —| orthogond mit AT=T (o 3 o> , d.h. TIAT=
5 1 5 0 0 3
V6 V5 V30
-1 o-1 2
-3 00 V6 V6 V6
(0 3 o) . Die gesuchte Matrix erhdt man adlso duch S=T*=T"= [ £ o &
0 03 11 5 5
07.02.01

(S
Die Hauptadhsentransformation kann man sich bil dli ch wie redhts gezeigt f(b) > b
vorstell en( bil dlicher Naahtrag). 1

12.10Satz: (QR-Zerlegung)

Zu jeder invertierbaren Matrix A €lR™" existiert eine orthogonale Matrix Q €R™" undeine
obere Dreiedksmatrix R €R™" (A, Q undR besitzen de gleiche Grof¥) mit lauter positiven
Elementen auf der Hauptdiagonalen undA=QR, dabel sind Q undR eindeutig bestimmt.

Bew.: Wir versehen den IR"( Spaltenvektoren) mit dem Standardskalarprodukt undwenden auf
die Spaten &,...a, VOn A das GS-Verfahren an. Wir erhaten eine Orthonamalbasis by,...,k, von

a,=ry,b,
IR mit Span(by,...,h)=Span(ay,... &) fiir i=1;...;n. Daher kénren wir schreiben; 22~ "P:* P
a,=ry,b,+---+r b,
Das GS-Verfahren zeigt auch, dald r14,622,... fan tatsadnlich pasitiv sind. Wir bezeichnen mit Q die
Matrix mit den Spalten by,...,h. Dannist Q orthogona und A=QR mit R wie redts.
Zum Beweis der Eindeutigkeit sal auch A=Q;R; mit einer orthogonalen Matrix
Q: undener oberen Dreiecksmatrix R;, die auf der Hauptdiagonalen lauter po- R=
sitive Zahlen hat. Dann ist Q'Q:=RR;* orthogonal und eine obere Dreiecks-
matrix mit lauter paositiven Zahlen auf der Hauptdiagonalen.

DIE

Bsp.: A= (% % %) Spalten: &=(1,;1;1), &=(1,2;1), a&=(2;3;1).

Das GS-Verfahrenliefert b= % (L,1;1), b= & (-1,2-1), b= & (L0;-1).
SChre' be: al:rllbl, 3Q=r12b1+r22b2, 83=r13b1+r23b2+r33b3

asoist RRl'lzlm d.h.R;=R und leQ.

—o P
oro

O
|—\ogo

r11:(a1|b1)f \_15 ) I’12:(a:z|b1): \_45 ) r13:(36|b1): 243, r22:(aQ|b2): \_f ) r23:(a3|b2): \_2?3 v I33=

(adbo)= 5 .
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11 2 V3 V3 V2 \“§ ﬁ
QR-ZerIegung 123) = |2 £ o o Y6 16 (Prom l)
' 11 1 V3 V6 3 2 .

R A P

v3 V6 V2 2

12.11Bem.: Als Nullstellen von Polynomen sind Eigenwerte oft nicht exakt zu berednen. Der
folgende Satz gibt Auskunft tber die ungeféhre Lage der Eigenwerte.

Satz: (Gerschgorin)
Gegeben sai eine komplexe nxn-Matrix A=(a;), fur i=1;...;n setzen wir ri:=[a.+...+aaf+[a ]
+..+an| undDi:={ z €C| [z-an|<r}. Danngehort jeder Eigenwert von A zu D,U...UD,.

o~ P

2 0
B$ (1 1) 8.11:2, r1:1+O:1; 3Q2:4, r2:1+1:2; 333:3, r3:1+O:1.
1 3

Jeder Eigenwert von A liegt also in einem der drei ,, Gerschgorin-Kreise®.
Man sieht insbesondere, dal3 O kein Eigenwert von A ist. Folglich ist A
invertierbar. Bekanntlich haben A und AT die gleichen Eigenwerte. Man
kann also das gleiche Spiel mit AT maden: a=2, r,'=2; a,=4, r,'’=1;
333:3, ry3=1.

Jeder Eigenwert von A liegt also auch in einem dieser drei ,, Gerschgorin-
Kreise“. Durch Betrachtung von AT erhdlt man also eventuell Zusatzin-
formationen. Insgesamt liegt jeder Eigenwert von A also in dem Durch-
schnitt der Vereinigungen der Gerschgorin-Kreise von A und A™( Hier
nur die Bereiche, wo de Schraffur ein Netz ergibt).

Bew.: Sei ¢ €C ein Eigenwert von A. Wir bezeichnen mit f:C"—C" die lineae Abbildung mit
Matrix A beziglich der Standardbasis. Dannist ¢ auch Eigenwert von f, undwir bezeichnen mit

v=(Vy,...,W) EC" einen entsprechenden Eigenvektor. Wegen cv=f(v)=A it

\"

CVi=aiVit...+anVy, aso (C-a)vi=awvst... +a1Viata aViat...Favs und|c-ai| - vi|<|ad - Vat.. Haia] -
ViaFaial: M+ +an|- va| (i=1;...;n).
Wir wahlen i so, daR |vi| maxima wird. Dann ist [c-ai|- vi| <(|ai+.. Faia|+aial - +...+[a]) - Vil
=r; - \vi|, d.h.|c-ai|<r, undc €D..
08.02.01
13. Matrixzerlegungen

13.1Satz: (Polarzerlegung)

Sel V en endich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und sei f:V—=V linea und bijektiv.
Dannist f=goh mit einer orthogonalen Transformation g:V—V und einer selbstadjungierten lin-
eaen Abbildung h:V—V mit lauter positiven Eigenwerten. Dabel sind g und h eindeutig bestim-
mt.

Bew.: Nach Satz 11.61V) ist mit f auch die adjungierte Abhildung f':V—V bijektiv. Daher ist F=
f'of:V—-V eine bijektive lineae Abbildung mit F=(f"of)'= f'of "= f'of=F, d.h. F ist selbstadjun-
giert. Nach der Hauptachsentransformation existiert eine Orthonamalbasis b,...,l, von V, die
aus Eigenvektoren von f besteht. Fir i=1;...;n ist also F(b)=rib, mit ri €R. Daf bijektiv ist, ist
f(b)#0, aso 0<(f(by)[f(by)=(f" (f(b)) lbi)=(F(b)bi)=ri(bilb;)=r;, d.h.r>0. Nach Satz 7.6 existiert ge-
nau eine lineare Abbildurng h:V—V mit h(b)= +r, b (i=1;...;n). Die Matrix von h beztglich

Jry 0
) . Da H symmetrisch ist, ist h selbstadjungiert( und bijektiv). Fur

O \/rn

by,....h ist H=
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i=1;..;n ist W(b)=h(h(b))=h( Vr, b )= Vr h(b)= r* b = rb=F(b). Also ist tatsaclich
h?=F. Ferner ist g=foh™::V—V linea und hjektiv mit:
a*=(foh?)'=(h"?)*of'=hof'=h?oh?of'=h"oFof'= h'of ofof '=(h") *of =(h*) of =(foh™*)'=¢..
Daher ist g eine orthogonale Transformation und es ist f=goh. Damit ist die Existenz bewiesen.
Zum Beweis der Eindeutigkeit sei gi:V—V eine weitere orthogonale Transformation und h;:
V-V eine wetere selbstadjungierte lineae Abbildung mit lauter positiven Eigenwerten mit
f=gloh1. Dannist h12:h1*0h1:(gl_10f)*0( gl_lOf) =f*0(gl'1)*oglof=f*ogf* Ogl_lOf:F.

Da h; selbstadjungiert ist, ist h, diagonalisierbar, d.h.V ist direkte Summe der Eigenrdume von
hi: V=Eg(h)®...9E«(hy) (0<si<..<S).

Fur j=1;...k und v €Eg(hy) ist E(v)=h*(v)= hy(hy(V))=hu(s - v)=5 - hi(V)=52-v, d.h. v eE4*(F).
Also ist E4(h) SEg*(F). Aus Dimensionsgriinden folgt Eg(hi)=Es*(F). Analog ist Es*(F)=Eg(h).
Also gilt fur v eEg(hy): hy(v)=s - v=h(v). Daher gilt h=h,. Folglichist auch g=g..

Bem.: Der Beweis liefert folgendes Verfahren zur Bestimmung der polaren Zerlegung:

1. Setze: F=f"of.

2. Finde lineae Abbildung h:V—V mit h(E)<E fir jeden Eigenraum Evon F und H=F(Ha-trans.)
3. Setze g=foh™.

13.2Satz: (Polarzerlegung fur Matrizen)
Zu jeder invertierbaren Matrix A €R™" existieren eine orthogonale Matrix B €R™" und eine

symmetrische Matrix C €R™" mit lauter positiven Eigenwerten und dr Eigenschaft A=BC|
Dabei sind B undC eindeutig bestimmt.

Bew.: folgt durch Ubersetzung in de Matrizensprache.

Bem.: Die Polarzerlegung ist wichtig fur die Numerik.

1 1 1 1
Bsp.: Gesucht ist die Polarzerlegung von A= (g S g) . Wir berechnen zuerst die symme-
5 -5 -5 5

76 —24 -24 -24
trische Matrix X=ATA= (53 A gj) . Mit X madhen wir jetzt eine Hauptachsentransfor-
—24 —24 -24 76

mation. Die Eigenwerte von X sind 100 und 4Die entsprechenden Eigenraume sind:
Eio=R - (1;-1;0;0)"+R(1;0;-1;0)"+R(1;0;0;-1)", E,.=IR(1;1;1;1)".

Das GS-Verfahren liefert Orthonamalbasen fir die Eigenrdume:
1

Eioo bi= % (1;-1,0,0)", b= % (1,1-2,0)", b= % (1,1;1;-3)"undEs b= 3 (L,1,L1)".

100 O 0 0
Dann ist X(by,bz,bs,0:)=(100k,100k, 1000, 4b;)=(bs, bz b3, 02) - | & 190 O g) und X=Y -
0 0 0 4
100 O 0 0 10 0 0 O 8 -2 -2 =2
o 1 e o] Y Imit Y=(bibsbsbs). FolglichistC=Y |2 ¥ o o] Y= |55 222
0 0 0 4 0O 0 0 2 -2 -2 -2 8

-1
1 -1-11

11 1 1
symm. mit lauter positiven Eigenwerten( hier 10 und 2) und B=AC'= 3 (1 T 1) ist
orthogonal. Wir erhalten also de Polarzerlegung A=BC (Probe!).

13.3 Satz: Gegeben seien endi ch-dimensionale euklidische Vektorraume V,W und eine lineae
Abbildung f:V—W. Dann hat die Matrix von f bezlglich geagnet gewahlter Orthonamalbasen

vonV undW die folgende Form A= (ﬁ 8) mit einer invertierbaren Matrix B €R™" (r=rgf).




Mathe fir Informatiker( LA); Prof. Dr. Kilshammer, WiSe20002001 54

Bem.: In Satz 3.6 hatten wir gezeigt, dal? man Basen von 'V und W stets so wéhlen kann, dal3 die

entsprechende Matrix die Form (f) 8) hat.

Bew.: Wir schreiben V=(Ker f)@(Ker f)* und W=(BId f)@(BId f)*. Dann ist dim (Ker f)‘=
dim V-dim (Ker f)=dim (Bld f)=rg f=r.
Wir wéhlen Orthonamalbasen by,...,h von (Ker )+,

brs1,...,0n vONKer f,

Cy,...C- vonBld f und

Cr+1,...Cn VON (Bl ).
Dann sind by,...,b, und c;,... ¢, Orthonamalbasen von V bzw. W. Die Abbildung g:(Ker f)*—
Bld f, x—f(x) ist linea und hjektiv.
Daher ist die Matrix B von g beziiglich by,...,kb undc,,... ¢ invertierbar und de Matrix A hat dann
die angebene Form.

13.4Satz: (Singulérwertzerlegung)
Zu jeder Matrix A €R™" existieren orthogonale Matrizen S e R™™, T €R™" und positive
d, 0/0

di,...,d €ER mit SAT= (0\dr o) . Dabel sindd,,...,d bis auf die Reihenfolge eindeutig bestim-
0 0|0

mt.
Def.: Man nennt d,,...,d die Singuldrwerte von A.

Bem.: In Satz 3.8 hatten wir gezeigt, da3 stets invertierbare Matrizen P,Q ex. mit PAQ=
10
(59)

Bew.: Ubersetzt man Satz 13.3in die Matrizenspradche, so erhalt man orthogonale Matrizen P

€R™™ Q eR™" mit PAQ= (g g) , B €R™" ist invertierbar undr=rg(A).

Die Polarzerlegung von B liefert eine orthogonale Matrix X €R™" und eine symmetrische Matrix
Y €R™ mit lauter positiven Eigenwerten undmit B=XY .
Die Hauptachsentransformation von Y ergibt eine orthogonale Matrix Z €lR™" und eine Diago-
namatrix D €R™" mit Y=ZDZ™*.
Die Diagonalelemente von D sind genau die Eigenwerte von D, aso auch die Eigenwerte von Y
und damit positiv.
Ergebnis: PAQ= (g g) - (XOY 8) = (ngz : 8) - (XOZ 10) . (3 8) . (zol 10)
Damit ist die Existenz bewiesen.

14.02.01

Zum Beweis der Eindeutigkeit sei SAT= (g 8) mit orthogonalen Matrizen S €eR™™, T €R™"

und einer Diagonalmatrix D €R™" mit lauter paositiven Diagonalelementen d,...,d. Dann ist

(379 = (39 - (59) =SAT-T'A'S'=SAAS", dabei ist D? die Diagonaimatrix mit
Diagonalelementen d?,...,d% Daher sind d:?,...,d* die von O verschiedenen Eigenwerte von AAT.
Damit sind dy,...,d durch A bis auf die Reihenfolge e@ndeutig bestimmt.

13.5 Satz.: Gegeben seien endlich-dimensionae euklidische Vektorraume V,W und eine lineae
Abbildung f:V—-W. Dann hat die Matrix von f bezliglich geagnet gewahlter Orthonamalbasen

d,/ 0 0
von V und W die Form A= ‘ 0| d, o> mit paositiven dy,...,d €IR, die durch f bis auf die

0/ 0 O
Reihenfolge endeutig bestimmt sind.
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Bem.: Diesverbessert Satz 13.3.

Bew.: folgt unmittelbar aus Satz 13.4,indem man von Matrizen zu lineaen Abbildungen Uber-
geht.

1 1
I~ 2) . In Beispiel 13.2hatten

-5
-5 -5 5

1
5

1
Bsp.: (1) Gesucht ist die Singulérwertzerlegung von A= (g
5

wir geschrieben: A=BC=BYDYT; dabei ist

ﬁ 10 0 0 O
BY= -1 =:S orthogonal, D= (8 P 8) diagonal mit positiver Hauptdiago-
V6 00 0 2
1
G
0
0
naleundY ™= =:T orthogonal.

-3
V12
1

Damit haben wir die Singularwertzerlegung A=SDT (Probe!).
11

(I Gesucht ist die Singuldrwertzerlegung von A= |1 1) . Zundchst bestimmen wir die LOs
11

ungsmenge L von Ax=0. Offenbar ist L=IR(1,-1)". Das GS-Verfahren liefert die Orthonamal-
basis b= \—15 (1,-1) vonL.
Als nachstes berechnen wir L={(y1,y2)* | 1y:-1y-=0}=IR(1,1)".
Das GS-Verfahren liefert die Orthonamalbasis b,= \—15 (1,17 von L*. Dann ist B:=(by,by)=
L1 V2 0
? *2] orthogonal mit AB= (Nz 0) . Die von 0 verschiedenen Spalten werden mit GS
2 2 V2 0
orthonamalisiert. Dies ergibt hier ci= = (1,1,9".
Zu dem so aufgespannten Untervektorraum M wird der Orthogonal-Raum M+ bestimmit.
ML:{ (Zl,Zz,Zg)T | 1Zl+122+123:O}Z|R(1,-1,O)T+|R(1,0,-1)T.
Das GS-Verfahren liefert folgende Orthonamalbasis von M*: c,= 715 (1-1,07, c= =

V6

1 1
- V2 0 li ‘f V6 0
(1,1;2)". Wirerhaten {2 o] = —= = 00 .
= V2 V6
v2 0 o 0 0/
G 0 6

Damit haben wir die Singularwertzerlegung A=CDB=CDB" (Probe!).

13.6Def.: Gegeben seien Matrizen A e R™", B e R™™ mit folgenden Eigenschaften:
() ABA=A undBAB=B.

(I AB undBA sind symmetrisch.

Dann rennt man B eine Moore-Penrose-Inverse vonA.

Bem.: R. Penrose, Physiker und Mathematiker):
- Computerdenken, Spektrum Akad. Verlag 1991
- ( mit Stephen Hawking) Raum und Zeit, Rowohit 2000
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Satz: Sei A eR™", undsei B €R™™ eine Moore-Penrose-Inverse von A. Fir orthogonale Matri-
zen SER™™ T €R™" ist dann T*BS? eine Moore-Penrose-Inverse von SAT.

Bew.: SAT - T'BS’=S(AB)S" und T'BS*- SAT - T'BS’=T"(BA)T sind symmetrisch. Ferner ist
SAT-T!BS!- SAT=S(ABA)T=SAT und T'BS!- SAT - T'BS’=T*(BAB)S'=TBS".

Bsp.: A invertierbar < A ist Moore-Penrose-Inverse von A.
13.7Satz: Jede Matrix A €lR™" besitzt genau eine Moore-Penrose-Inverse B.
Def.: Man schreibt B=:A”,

Bew.: Nach Satz 13.4 existieren orthogonale Matrizen S e R™™, T €R™" mit der Eigenschaft,
dal3 SAT die Form SAT= (8 8) =:A" hat, wobei D eine Diagonamatrix mit lauter positiven
Eigenwerten ist. Nach Satz 13.6 geniigt zu zeigen, dal3 A' genau eine Moore-Penrose-Inverse B'

hat. Dazu macht man den Ansatz B'= (,, \;
; IR'_(A'RNT—RTA T— — (u'D ip— (DU DV
Dann ist AB'=(A'B)"=B"A"= ( ) - (VTD ) undaB= (% %), as

DV=0. Da D invertierbar ist, folgt V= O Analog erhalt man W=0 aus B'A'=(B'A")". Also ist A'=
A'B'A'= (2 8) : (% Q) : (D 0) = (DUD 0) , dlso D=DUD. Da D invertierbar ist, folgt

00 0 O

U=D". Ferner ist B=BAB'= (% 2) - (39 - (4 2) = (2 %) ,ds0X=0,d.h.B=
(D; 8) . Damit ist die Eindeutigkeit von B' bewiesen. Umgekehrt zeigt man leicht, dai? B':=

(D: 8) die gewtinschten Eigenschaften het.

Bem.: (1) Der Beweis liefert folgendes Verfahren zur Berechnurg von A*:
Schreibe A=S (3 8) T, wobei S €R™™ orthogonal, T €lR™" orthogonal und D Diagonama-

trix mit lauter positiven Eigenwerten ist. Dannist A*=T* (D; 8) St

(1) Offenbar ist stets (A*)*=A. Dagegen ist im Allgemeinen (A:1A2)*#A A"

e e
(RS

Bsp.: Gesucht ist die Moore-Penrose-Inverse von A= ( ) . In Bsp. 13.5hatten wir gesehen:

1 1 1
V3 V2 Ve - 1 1
1 -1 1 v6 0 2 2 R T_
55 % 0 0 T .Daher ist A"=B"' | V6 C'=
LO;E 0 0O _p EE:B 0 0 0
V3 V6| ¢

111

6 6 6

111 (Probe!).

% 6 6

13.8Satz: Fir A eR™", und beR™ gilt:

(1) Daslineae Gl.-system (*) Ax=b ist genau dann|dsbar, wenn A*b eine Losung von (*) ist.
(Il Gegebenenfalls hat (*) die Lésungsmenge L={ A*b+y-A*Ay |y eR™},

(1) A*bist die Lésung von (*) mit dem kleinsten Betrag[ Dabei betrachtet man das Standardska-
larprodukt auf IR™?].

Bew.: (1) ,=" Sei x €R™! mit Ax=b. Dannist AA*b=AA*Ax=Ax=b, d.h.A*b ist Losung von (*).
, <" trivial.
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15.02.01
(1) Firy eR™gilt nach (1): A[A*b+y-A*Ay]= AA’b+Ay- AA*Ay=b. Sei umgekehrt x eine be-
=A
liebige Losung von (*), d.h. Ax=b Nach (l) ist also A(x-A"b)=Ax-AA*b=b-b=0. Folglich ist x=

A’bty= A'b+y- A*Ay. =y

(1) Fir y eR™ ist (A*bly-A*Ay)=(A*bly)-(A*b|A*Ay)=(A"bly)-(A*AA*bly)=(A*bly)- (A*bly)=0.
Folglich gilt: [A*b+y-A*Ay|P=||A%b|F+|ly-A*Ay|P.
—
>0

13.9Satz: (Cholesky-Zerlegung)

Sel A eR™" symmetrisch mit lauter positiven Eigenwerten. Dann existiert eine obere Dreiedks-
matrix R €R™" mit lauter positiven Zahlen auf der Hauptdiagonalen und A=R'R. Dabei ist R
eindeutig bestimmt.

o

L0 0 _
do) : dabei

Bew.: Hartransformation liefert eine orthogonale Matrix S €R™" mit STAS= (
0

o o

vd, 0 o0
sind d,...,d, die Eigenwerte von A, also pasitiv. Wir setzen D:= (o o)
0 0 vd,

Dannist DS eR™" invertierbar. Die QR-Zerlegung liefert eine orthogonale Matrix Q €lR™" und
eine obere Drelecksmatrix R €R™" mit lauter positiven Zahlen auf der Hauptdiagonalen und
DS™=QR. Folglichist A=SD?S"=(QR)"(QR)=R'Q'"QR=R'R.
Damit ist die Existenz der Chalesky-Zerlegung bewiesen. Zum Beweis der Eindeutigkeit sel R,
€R™" eine weitere obere Dreiedksmatrix mit lauter positiven Zahlen auf der Hauptdiagonalen
undA=R;'R.. Dannist RRy'=(R")'R;" eine Diagonalmatrix.

obere Dreiecksmetrix  urtere Dreiecksmatrix
Schreibt man R=(r;j), Ri=(r";), so gilt fur i=1;...;n ferner:
Fij (l"ii)'l:rii'lf'ii , d.h. I’iizz(l"ii)z-
Dar; undr' pasitiv sind, folgt ri=r". Also ist RR;*=1,, d.h.R;=R.

Bem.: Schreibt man A=(a;), R=(r;j), S0 ist aj=rury+...+rirj (1<i<j<n). Damit kann man die K oef-
fizienten r; indukiv berechnen.

Bsp.: Gesucht ist die Choesky-Zerlegung von A=

r, 0 0 Mi T2 Tis
rp fp 0 . 0 1y Ty .
Fi3 Tz Tas 0 0 rgyf

Vergleich der ersten Zeilen ergibt: (1;1;0)=r11(r11,M2,r3). Alsoist r11=1, ri2=1, r15=0.
Vergleich der zweiten Zellen ergibt: (1;2;1)=1(1;1;0)+r25(0,r22,r23). AlSOist r2=1, rs=1.
Vergleich der dritten Zeilen ergibt: (0;1;3)=0(1;1;0)+1(0;1;1)+rs5(0;0;rs3). Alsoist rss= 2 .

1
Wir erhaten: R= (0
0

or P

10
2 1) . Wir maden den Ansatz A=
1 3

13.10Satz: (Hurwitz-Kriterium)

Sei A=(g) €<R™" symmetrisch und A= as“ aslk) far k=1;...,n. Es sind genau dann ale

Y

Eigenwerte von A positiv, wenn det (A«)>0 fir k=1;...;nist.

Bew.: ,=" Seien ale Eigenwerte positiv. Dann besitzt A eine Cholesky-Zerlegung A=R'R. Fir
k=1;...;nist also auch Ax=R"Ry; insbesondereist det (Ax)=(det (R«))*>>0.
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»<=" (Induktion rach n).

Im Fall n=1ist die Sache klar. Sei aso n>1. Nach Indukion sind al e Eigenwerte von A1 posi-

tiv. Hauptachsentransformation liefert also eine orthogonale Matrix S e R™*™) mit S*A,,S=
d, 0 0 B 1

(0 0) ; dabei sind ds,...,0h, positiv. Folglich ist <§ (1’) A (ﬁ (1’) = (S Ares® )
0

* *

) und det B=det A>0. Anderersits ist det B=th...chi( |b,-2i——2= ) wie

s >0. Wir setzen s.:=

n-1

Eigenwert von B undist v €R™ mit Bv=rv, so ist rv'v=v'Bv=v'R'"R=(Rv)"(Rv)>0, also auch
r>0( Dav'v>0). Daher ist jeder Eigenwert von B( undA) positiv.

1100

Bsp.: A= (é 23 (1’) . Wegen det A;=1, det A,=1, det A;=2, det A,=7 sind all e Eigenwerte von
0014

A positiv.

Nadklausur am Samstag 07.04.01 9°-12°° Uhr im Abbeanum, HS 1.

©Burkhard Kilshammer, Sebastian Oerding



