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Einleitung

Bei unserer ersten Begegnung mit Eigenwerten & Co sind einige Fragen offen
geblieben bzw. sie wurden gar nicht erst gestellt.

e Die Matrix A € M,(R) habe das charakteristische Polynom X% — X? =
X?(X — 1)(X + 1). Wir wissen, dass 0,1, —1 Eigenwerte sind, und dass
es keine weiteren Figenwerte gibt. Wir werden sehen, dass die Eigenrdume
zu den Eigenwerten 1, —1 eindimensional sind, und dass der Eigenraum
zum Eigenwert 0 hochstens zweidimensional ist. Stichwort: Algebraische und
geometrische Vielfachheit.

e Vorher werden wir sehen, dass diese Matrix die Gleichung A* = A? erfiillen
muss. Dies ist der Satz von Cayley—Hamilton.

e Spéter werden wir sehen, dass es im wesentlichen nur zwei verschiedene
Moglichkeiten fiir A gibt, und zwar

000 0 010 0
000 0 000 0
001 0 und 001 0
000 -1 000 -1

Diese beiden Jordan-Normalformen lassen sich durch ihre Minimalpolyno-
me unterscheiden, denn die erste der beiden Matrizen erfiillt A% = A, die
zweite nicht.



10 Das Minimalpolynom einer Matrix

Lemma 10.1 Sei k ein Korper und A € M, (k) eine quadratische Matriz. Dann
gibt es ein m > 1 und ein Polynom f = amX™ + @pm 1 X™ P+ -+ a1 X + ap
vom Grad m (d.h. a,, # 0) mit Koeffizienten aus k derart, dass f(A) = 0 gilt,
d.h. es ist amA™ + ap 1 A" -y A+ agE, = 0 in M, (k).

Beweis. M, (k) ist ein k-Vektorraum, und zwar von Dimension n?: eine Basis
stellen die Matrizen E(r,s) fir r,s € {1,...,n} dar, wobei E(r,s);; = 0;0;s,
d.h. E(r,s) hat eine 1 an der (r, s)-Stelle, und alle anderen Eintridge sind Null.
Diese Matrizen sind linear unabhéngig (Vergleich der (r, s)-Eintrige), und wegen
A= AsE(r, s) spannen Sie M, (k) auch auf.

Somit sind die n? + 1 Matrizen E,, A, A2, A%, ..., A" linear abhéngig iiber k,
d.h. es gibt Skalare ag,ay,...,a,2, die nicht alle Null sind und a2 A"+ -+
ayA? + a1 A+ apE, = 0 erfiillen. Da E,, # 0 muss dazu a; # 0 sein fiir mindestens
eini>1. Also f = 4,2 X? + -+ as X? + a1 X + qq ist ein solches Polynom mit
1 <m <n? n

Beispiel Sei A € M3(R) die Matrix
0

A= -1
0

o O =
— N W

Nach dem Lemma muss es ein Polynom vom Grad hochstens 9 geben, das in A
verschwindet. Dies ist tatséchlich so, denn

-1 0 5
A= 0 -1 -1 A% =
0 0 1

-1 2
0 -3 A= E;.
0 1

o = O

Sofort erkennt man, dass f(A) = 0 fiir f = X* — 1. Schaut man etwas genauer
hin, so sieht man, dass 4> + A = A% + Ej3, weshalb auch g(A) = 0 auch fiir
g=X3— X2+ X —1 gilt.

Es stellt sich heraus, dass g = pa, das charakteristische Polynom von A. Nach
dem Satz von Cayley—Hamilton gilt p4(A) = 0 immer.

Spéater werden wir den Satz von Cayley—Hamilton beweisen. Vorher werden wir
aber zeigen, dass es zu jede Matrix A € M, (k) ein besonderes Polynom m4
mit m4(A) = 0 gibt: das Minimalpolynom, das den kleinstmoglichen Grad hat.
Vorher bauen wir aber unsere Kenntnisse iiber Polynome ein bisschen aus.



Polynome

Bezeichnung Sei R ein kommutativer Ring: Beispiele sind R = Z oder R ein
Korper. Der Ring aller Polynome f(X) = a, X" +a, 1 X" '+ +as X?+a; X +aqg
mit Koeffizienten aus k bezeichnet man mit R[X].

Lemma 10.2 Sei R ein Korper oder R = 7. Allgemeiner sei R irgendein kom-
mutativer Ring derart, dass aus ab = 0 in R folgt, dass mindestens eins aus
a=0,b=0 gelten muss.

Fiir Polynome f,g € R[X]\ {0} gilt dann fg # 0 und

grad(fg) = grad(f) + grad(g)

Beweis. Sei f =>"" a,X" und g = Y b, X® mit a,,b, # 0. Es ist also
grad(f) = m und grad(g) = n. Ferner ist

fg= (i arXT> - (i bsXS) = i En: a,b X"
s=0

r=0 r=0 s=0

Die héchste Potenz von X, die vorkommt, ist also X™ %", und diese Potenz kommt
nur im Fall r = m, s = n vor. Also

fg = apb, X™" + Terme von kleinerem Grad .

Nach den Voraussetzungen folgt a,,b, # 0 aus a,,, b, # 0. Also grad(fg) = m+n.

Polynome iiber einen Korper haben einen grofiten gemeinsamen Teiler, der sich
recht dhnlich zum ggT von ganzen Zahlen verhélt.

Lemma 10.3 (Divisionsalgorithmus) Sei k ein Korper und seien f,g € k[X]
Polynome mit g # 0. Dann gibt es Polynome q,r € k[X]| derart, dass f = qg+r
gilt und auferdem entweder r =0 oder grad(r) < grad(g).

Beweis. Um Fallunterscheidungen zu vermeiden, ist es hilfreich, fiir diesen
Beweis den Grad des Nullpolynoms als —oo zu setzen; —1 geht aber genau so
gut.

Induktion iiber grad(f). Ist (f = 0 oder) grad(f) < grad(g), so sind wir fertig
mit ¢ = 0 und r = f. Nun sei grad(f) > grad(g), also f = a, X" + a, 1 X" +
oot apund g = by X™ 4 by X™ L 4 -+ + by mit a;,b; € k und auflerdem

Uy b # 0 sowie n > m. Setzen wir fi := [ — = X" ™g. Dann

ap, bO

b,

anbme

b,

anbmfl

fl - (an—l - bm
+ anfmfl)(nimi1 + -+ ap,

)X”_1+(an_2— )Xn_2+"'+(an—m_ )Xn—m



denn die Koeffizienten von X" heben einander nach Konstruktion auf. Es ist
somit grad(f;) < grad(f), weshalb es nach der Induktionsannahme Polynome
q1,7 € k[X] gibt mit fi = 19 +r und grad(r) < grad(g). Mit ¢ := ¢; + = X"~
ist dann f = gg + r, und (r = 0 oder) grad(r) < grad(g). n

Beispiel In R[X] sei f = X% —8X? + 16 sowie g = X3 +2X? + X + 2. Es
ist grad(f) > grad(g), also setzen wir f; = f — Xg = —2X3 — 9X? — 2X + 16.
Es ist auch grad(f;) > grad(g), weshalb wir fo = f; + 29 = —5X? + 20 setzen.
Da grad(f2) < grad(g) ist, folgern wir: es ist f; = —2¢g + r und f = qg + r fir
g=X —2und r = —5X? + 20.

Ideale in Polynomringen

Bezeichnung Ist h ein Teiler von f, so schreibt man h | f.

Lemma 10.4 Sei k ein Korper und I C k[X] eine Teilmenge mit den folgenden
Eigenschaften:

(1) f+g €I firalle f,g € I.
(12) fg € I fir alle g € I und fir alle f € k[X].
(I3) Es gibt mindestens ein 0 # g € 1.

Dann gibt es genau ein normiertes Polynom gy € I mit der folgenden Figenschaft:
I'=A{fgo| feklX]}, dh I ={f€k[X]|f istdurch gy teilbar}.

Beispiele Eine solche Teilmenge nennt man ein Ideal in k[X|], wobei {0} ei-
gentlich auch als ein Ideal gilt. Das Polynom gy nennt man den normierten Erzeu-
ger des Ideals I. Wir werden insbesondere mit den folgenden beiden Ideale # 0
arbeiten:

e Fiir eine Matrix A € M, (k) sei I die Menge I = {f € k[X] | f(A4)
Zu (11): ist f(A) = g(A) = 0, so ist auch (f + ¢)(A) = f(A) + g(A)
Zu (12): sind f, g Polynome mit g(A) = 0, so ist (fg)(A4) = f(A)g(A)
Bedingung (I3) ist die Aussage von Lemma 10.1.

0

}.
0.
0.

In diesem Fall werden wir gy das Minimalpolynom m 4 von A nennen.

e Seien f, g € k[X] zwei Polynome, nicht beide = 0. Sei I = {af +bg | a,b €
k[X]}. Zu (11):ist p = af+bg und ¢ = cf+dg, so ist p+q = (a+c) f+(b+d)g.
Zu (12): sind p, ¢ Polynome mit ¢ = af+bg, so ist pg = o' f +b'g fiir ' = pa,
b' = pb. Zu (13): sowohl f =1-f4+0-g alsauch g =0-f+1-g liegen in I;
aber f, g sind nicht beide = 0.

Hier wird es sich herausstellen, dass gg der grofite gemeinsame Teiler von
f und g ist.



Beweis. Sei n = min{grad(f) | 0 # f € I}. Wegen (I3) existiert dieses
Minimum. Sei g € I ein Polynom vom Grad n, und sei gy = % g fiir A\ = fithrender
Koeffizient von g. Dann ist gy normiert vom Grad n, und es ist go € I wegen (12).

Wiire g, # go ein weiteres normiertes Polynom vom Grad n in I, so wére 0 #
g6 — go ein Element aus I (wegen (I1) und (I12)) vom Grad < n, ein Widerspruch.
Somit gibt es genau ein solches gp.

Wir miissen noch zeigen: es ist I = {fgo | f € k[X]}. Die Inklusion D folgt
direkt aus (I12). Ist wiederum h € I, so gibt es nach Lemma 10.3 Polynome
q,r € k[X] mit h = ggo+r und r = 0 oder grad(r) < grad(go). Es ist r = h — qgo,
weshalb r € I wegen (I1) und (I12). Aufgrund der Minimalitét von grad(gy) muss
also r = 0 sein, und h = qgo. [

ggT und euklidischer Algorithmus

Lemma 10.5 Sei k ein Korper, und seien f, g € k[X]| zwei Polynome, die nicht
beide = 0 sind. Dann gibt es genau ein Polynom h € k[X]| mit den folgenden
FEigenschaften:

e h ist normiert;
e h teilt sowohl f als auch g.
o [st h' ein weiterer gemeinsamer Teiler von f und g, so teilt h' auch h.

Dieses h nennt man den grofiten gemeinsamen Teiler ggT(f, g) von f und g.
Zusatz: Es gibt Polynome a,b € k[ X| mit h = af + bg.

Bemerkung Es ist Geschmackssache, ob man verlangt, dass der gg'T normiert
sei. Verlangt man dies nicht, so ist der gg'T natiirlich nicht mehr eindeutig defi-
niert.

Beweis. Sei I die Menge I = {h € k[X] | 3a,b € k[X] mit h =af + bg}. In
den Beispielen zu Lemma 10.4 wurde gezeigt, dass [ ein Ideal # 0 ist. Nach
diesem Lemma gibt es also genau ein normiertes Polynom h € I mit [ = {p €
E[X] | h teilt p}. Wegen h € [ erfiillt h den Zusatz. Wegen f,g € I ist h ein
gemeinsamer Teiler von f und g. Wegen h = a f + bg ist jeder gemeinsamer Teiler
von f, g gleichzeitig ein Teiler von h. Somit ist A ein ggT; wir miissen nur noch
die Eindeutigkeit zeigen.

Ist hq ein weiterer grofiter gemeinsamer Teiler, so ist h; durch h teilbar und
auch umgekehrt. Somit haben beide den gleichen Grad, d.h. der Quotient ist ein
Skalar. Da beide normiert sind, muss dieses Skalar 1 betragen, also h; = h. [

Sei k ein Korper und f, g € k[X] zwei Polynome, beide # 0. Der folgende Algo-
rithmus konstruiert den grofiten gemeinsamen Teiler ggT(f, g).



Algorithmus 10.6 (Der euklidische Algorithmus)
Input: Zwei Polynome f, g € k[X], beide # 0.
Output: Polynome h,a,b mit h = ggT(f,g) und h = af + bg.
e Ggf. f, g vertauschen, um grad(g) < grad(f) sicherzustellen.
e ¢,7 € k[X] berechnen mit f = ¢gg+ r, und r = 0 oder grad(r) < grad(g).

(X der fithrende Koeffizient

e Ist r =0, dann fertig mit h = %g, a=0, bz%

von g).

e Ist r # 0, dann Algorithmus auf g,r anwenden: erhalte h’,a’, b’ mit b’ =
a'g+brund b = ggT(g,r). Also fertig mit h =h', a =¥, b=d —Vq.

Hilfssatz 1 Nach endlich vielen Schritten hort dieser Algorithmus auf. Am Ende
haben tatsichlich h,a,b die behaupteten Eigenschaften.

Beweis. Induktion iiber grad(f) + grad(g). Den Induktionsanfang stellt den
Fall » = 0 dar. Ist » # 0, dann ist grad(r) < grad(g) < grad(f) und deshalb
grad(g) + grad(r) < grad(f) + grad(g). Nach Induktionsannahme also haben
B.,a' b die erwiinschten Eigenschaften fiir g, 7: man beachte, dass g,r nie ver-
tauscht werden im ersten Schritt. Es ist aber

B =dg+br=dg+V(f—q9)=Vf+(d —Vq)g,

und aus b’ | g und A’ | r folgt A’ | f, denn f = gg + r. Aus dem Beweis von
Lemma 10.5 folgt jetzt h = ggT(g, f), denn h ist normiert, ein gemeinsamer
Teiler und liegt in der Menge I. [

Beispiel Fiir k = R fithren wir den Algorithmus fiir f = X3 +2X2 + X +2
und g = X* — 8X? + 16 durch. Da grad(f) < grad(g) vertauschen wir f, g und
setzen fi = X* —8X?2 +16, f» = X% 4+ 2X? + X + 2. Wie oben berechnet
ist fi = qifo+ f3 fiir g = X — 2, f3 = —5X?% 4 20. Jetzt berechnen wir: es ist
fo=qfs+ fatirq = —%X—%, fa=5X+10. Dann sehen wir: es ist f3 = q3f4+0
fiir g3 = — X +2. Wir haben den Fall r = 0 erreicht. Also h = X 42 = 0'f3+%f4 ist
ein gemeinsamer Teiler von f3, f4 und deshalb von f, g. Wegen f; = fo—qo f3 folgt
h=3fot5:(X+2)fs. Wegen fs = fi—qufo folgt h = 5- (X +2) f1 —5:(X*=9) fo.
Wegen f1 =g, fo = f folgt: esist h =X +2 = - ((9— X?)f + (X +2)g), und
h teilt sowohl f als auch g. Es ist also

geT(X3+2X? + X +2,X* —8X? 4+ 16) = X + 2.

Es lohnt sich, an dieser Stelle den Ausdruck fiir A zur Kontrolle auszurechnen.
Bei meinem ersten Versuch musste ich feststellen, dass ich mich verrechnet hatte.



Das Minimalpolynom

Definition Sei k ein Korper und A € M, (k) eine quadratische Matrix. Nach
Lemma 10.4 und dem ersten Beispiel dazu gibt es genau ein normiertes Polynom,
das man das Minimalpolynom m(X) von A nennt, derart, dass ma(A) = 0 und
{f € k[X] | f(A) = 0} = {gma | g € k[X]} erfiillt. Nach dem Beweis des
Lemmas ist m4(X) zugleich das einzige normierte Polynom kleinsten méoglichen
Grades, das in X = A verschwindet.

Beispiel Im Beispiel am Anfang des Kapitels hat

0
A= -1
0

o O =
_ N W

das Minimalpolynom ma(X) = X3 — X? 4+ X — 1 = pu(X); ein Vergleich der
Eintrigen an der (2, 1)-Stelle und danach an der (2, 3)-Stelle zeigt, dass Es3, A, A
linear unabhéngig sind.

Die Matrix A = <§ g §> dagegen hat Minimalpolynom m4(X) = (X —2)(X —
1) = X? — 3X + 2: dies erkennt man auch daran, dass Ae; = 2e;, Aes = €5 und
Aes = e3, also (A — 2F3)(A — E3)e; = 0 fur alle 7. Hier betriagt das charakteri-
stisches Polynom pa(X) = (X — 2)(X — 1)?, es muss ja Grad 3 haben. In diesem
Fall ist m 4 zwar ein Teiler von p4, aber die beiden Polynome sind nicht gleich.

Eine Formulierung des Satzes von Cayley—Hamilton lautet: das Minimalpoly-
nom ist immer ein Teiler des charakteristischen Polynoms.

Das Minimalpolynom eines Endomorphismus

Lemma 10.7 Sei F' ein Endomorphismus des endlich dimensionalen k-Vektor-
raums V. Sei B eine Basis von V, und sei A die quadratische Matriz A =
Mg (F). Fir jedes Polynom f € k[X] gilt dann

FF)=0 <= f(A)=0.

Somit hat auch der Endomorphismus F ein Minimalpolynom mp(X) € k[X],
und fir jede Matrix A = gMp(F) von F gilt ms(X) = mp(X).

Bemerkung Ist f(X) = anX™ + -+ + a1 X + ao, so ist f(F) = a,F™ +
oo a F 4 agld, denn ap = apX® und F° = Id. Aus dem gleichen Grund ist
f(A) =anA™ + -+ a1 A+ agE,, denn A° = E,,.

Beweis. Seien by, ..., b, die Vektoren der Basis B. Sei v € V beliebig. Dann
gibt es Skalare Aj,..., A\, € k mit v = > \;b;. Die Matrix pMpg(F) ist so



definiert, dass F'(v) = > | p;b; gilt fiir

H1
| =4
[in
Also F"(v) = > 7", v;b; fiir
V1
| =
Un,
und so f(F)(v) =Y 1, o;b; fir
01
L =14
On

A

Diese Gleichung gilt auch dann, wenn man (\y,...,\,) € k" beliebig wéhlt und
dann v := Y"1 A\;b; setzt. Also wie behauptet ist f(F) = 0 genau dann, wenn
f(A) = 0ist. Somit erfiillt die Menge I := {f € k[X] | f(F) = 0} die Vorausset-
zungen von Lemma 10.4, aulerdem ist I = 14, wobei [ 4 das bereits untersuchte
Ideal Iy = {f € k[X] | f(A) = 0} ist. Also: F" hat ein Minimalpolynom, genau

wie A; und es ist mp = my.



11 Der Satz von Cayley-Hamilton
In diesem Kapitel wollen wir den folgenden Satz beweisen:

Satz von Cayley—Hamilton Sei k ein Kiorper und A € M, (k) eine quadra-
tische Matriz. Dann gilt pa(A) = 0, d.h. das charakteristische Polynom pa(X)
verschwindet in X = A.

In der Sprache von Endomorphismen heifit das: fiir jeden Endomorphismus F
eines endlich-dimensionalen k-Vektorraums V' gilt pp(F') = 0.

Wir werden drei Beweise sehen. Der erste ist iiberschaubar und nachvollziehbar,
funktioniert aber nur fiir kK = C und k£ = R. Fiir den zweiten und den dritten
miissen wir zuerst unsere Kenntnisse iiber Determinanten ausbauen. Haben wir
dies einmal getan, so ist der zweite sehr kurz: aber es benutzt ein Trick, man
ist zwar von der Richtigkeit des Beweises {iberzeugt, aber man versteht trotzdem
nicht, warum das Ergebnis wahr ist. Der dritte Beweis ist etwas langer und zwingt
uns dazu, den Begriff ,,Modul® erstmals kennenzulernen.

Die Aussagen fiir Matrizen und fiir Endomorphismen sind bekanntlich &dqui-
valent (vgl. Lemma 7.5 und Lemma 10.7).

Der erste Beweis

Dieser Beweis benutzt die Tatsache, dass jede Matrix mit Eintragen aus C min-
destens einen Eigenwert hat, um den Satz per Induktion iiber n nachzuweisen.
Das folgende Lemma wird benutzt fiir den Induktionsschritt.

Lemma 11.1 Seienr,s > 1. Wir beschdftigen uns mit Blockmatrizen der Gestalt
A= (B%)e M. s(k), wobei B € M,(k), D € Ms(k) und C € M(r x s,k).

a) Die charakteristischen Polynome der Matrizen A, B, D erfillen die Glei-
chung

pa(X) = pp(X)pp(X).

b) Sind A= (59) und A = (B S)) zwei Matrizen dieser Blockgestalt, so ist

, (BB BC'+CD'
A4 _< 0 DD’ )

c¢) Fiir jedes Polynom f € k[X] gibt es eine Matrizc K € M(r x s, k) derart,
dass die folgende Gleichung gilt:

fd) = (f(oB | f@)) '



Beweis.  a) Sein=r+s. Esist

XEn_A:(XET—B —C )

0 XE;,—D
weshalb gilt nach der Determinantenregel fiir Blockmatrizen

pa(X) =det(XE, — A) =det(XE, — B) -det(XEs — D) = pp(X)pp(X) .

b) Dies ldsst sich nachrechnen.

c) Gilt fiir f = X™ fiir alle m > 0, wegen (b) per Induktion iiber m. Deshalb
gilt die Aussage fiir alle Polynome. ]

1. Beweis des Satzes von Cayley—Hamilton. In diesem Beweis setzen wir vor-
aus, es ist £ = C oder k = R. Jede Matrix mit Eintrdgen aus R ist gleichzeitig eine
Matrix mit Eintragen aus C, und das charakteristische Polynom &ndert sich nicht,
ich eine Matrix A € M,,(R) stattdessen als eine Matrix A € M, (C) betrachte. Es
reicht also, den Fall £ = C zu behandeln.

Sei also F' ein Endomorphismus eines endlich dimensionalen C-Vektorraums
V. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat das charakteristische Polynom
pr(X) mindestens eine Nullstelle A € C, d.h. X ist ein Eigenwert von F. Sei
B: by,...,b, eine Basis von V derart, dass b; ein Eigenvektor zum Eigenwert A
ist. Sei A die Matrix A = gpMp(F). Dann ist A vom Blockgestalt A = (3 §)
mit D € M, 1(C) und C € M(1 x n—1,C). Nach Lemma 11.1 (a) ist p4(X) =
(X — A)pp(X), und deshalb pa(A) = (A — AE,)pp(A). Nun, A — AE, = (J §))
fir D' = D — AE,_1; und nach Lemma 11.1 (c) gibt es ein K € M(1 xn —1,C)
mit pp(A) = (#5) fiir p = pp()), denn nach Induktionsannahme ist pp(D) = 0.

Also
pa(A) = (8 g,) (’g Ig) =0, nach Lemma 11.1 (b).
Der Induktionsanfang ist der Fall n = 1. Dieser Fall ist klar. [

Bemerkung Damit man diese Beweismethode fiir den allgemeinen Fall bewei-
sen konnen, muss man folgendes zeigen:

Zu jedem Korper k und zu jedem normierten Polynom f € k[X] gibt
es einen groBeren Korper K D k und ein A € K derart, dass f(A\) =0
gilt.

Diese Aussage stimmt zwar, ihr Beweis kommt aber erst in der Hauptstudiums-
Vorlesung Algebra 1.

10



Die Determinante fiir Matrizen iiber Ringe

In diesem Abschnitt sei R ein kommutativer Ring, d.h. rs = sr fiir alle r, s € R.
Sei A € M, (R) eine quadratische Matrix mit Eintrégen aus R.

In Kapitel 6 konstruierten wir die Determinante einer Matrix mit Eintrdgen
aus einem Korper. Der grofite Teil der Konstruktion gilt auch fiir Eintrage aus
einem kommutativen Ring.

Definition Sei R ein kommutativer Ring. Eine Abbildung A: M, (R) — k
heifit eine Determinantenfunktion, wenn folgende drei Bedingungen erfiillt sind:

(D1) A(A) ist n-fach multilinear in den Zeilen, d.h. fiir alle 1 < i < n ist

A(.oyro+sw,..)=rAGL.., v .. )+sAG.., w ,..)
ite Zeile ite Zeile ite Zeile

fiir alle A\, 4 € R und fiir alle Zeilenvektoren v, w € R".
(D2) A(A) ist alternierend: sind zwei Zeilen gleich, so ist A(A) = 0.
(D3) Normierung: A(E,) = 1.

Lemma 11.2 Sei R ein kommutativer Ring. Es gibt genau eine Determinanten-
funktion auf M, (R), ndmlich

det(A) = Z E<U)A10(1)A20(2) e Ano’(n)

UESn

Diese Funktion erfillt die Determinanten-Eigenschaften (D1)-(D7) sowie (D9)-
(D11). Auch Laplace-Entwicklung (s. Satz 6.5) gilt fir diese Determinantenfunk-
tion. Als Ersatz fir (D8) erhdllt man

1st genau dann invertierbar in M,(R), wenn es ein r &€ 1bt mat
(D&) A ist g d ' erbar in M,(R) ' R gib ]
rdet(A) =1.

Beweis. Bitte nehmen Sie Kapitel 6 von der LAAG1 zur Hand. Genau wie dort
(Lemma 6.1) weist man als erstes die Eigenschaften (D4) und (D5) nach, dann
iiberlegt man, dass die angegebene Funktion det die einzige mogliche Determi-
nantenfunktion ist. Mittels der Eigenschaften des Vorzeichens einer Permutation
zeigt man dann, dass det tatséchlich eine Determinantenfunktion ist. Als néchstes
weist man die Eigenschaften (D6), (D7), (D10) und (D11) wie in Lemma 6.4 nach,
danach die Laplace-Entwicklung (Satz 6.5).

Im Beweis von Lemma 6.4 benutzt man Gauflsche Elimination fiir Eigen-
schaft (D8). Dies benutzt wiederum die Tatsache, dass man in einem Koérper je-
den Bruch ¢ fiir b # 0 bilden kann. In einem kommutativen Ring ist das nicht so.
Der dortige Beweis der Produktregel (D9) benutzt wiederum (D8), wir benotigen
also einen neuen Beweis.
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(D9): Die Produktregel (D9) besagt: es ist det(AB) = det(A) det(B). Sei S
der Ring aller Polynome mit Koeffizienten aus Z in 2n? Unbestimmten X;, Yi;
fir 4,5 € {1,...,n}. Somit ist z.B. 3X3YAYs — 2X7, Y1y + 4X5 — 5Y3; ein
Element aus S fir n = 3. Sei X € M,(5) bzw. Y € M,(S) die Matrix, des-
sen (i,j)-Eintrag der Unbestimmte X;; bzw. Y;; ist. Es reicht zu zeigen, dass
det(XY) = det(X)det(Y) ist, denn dann konnen wir Werte aus R fiir X;;,Y;;
einsetzen und die Gleichung gilt weiterhin. Um det(XY") = det(X) det(Y") nach-
zuweisen, beobachtet man, dass alle Briiche % mit f,g € S und g # 0 einen
Korper k& bilden (vgl. rationale Funktionen aus der Analysis), und dass dieser
Korper S enthélt. Dann sind wir aber fertig, denn die Produktregel gilt schon fiir
Matrizen mit Eintrégen aus einem Korper.

(D8'): Ist A invertierbar, so ist rdet(A) = 1 fiir r = det(A™!), aufgrund der
Produktregel. Gibt es ein 7 € R mit rdet(A) = 1, so ist BA = AB = E, fiir
B = r Adj(A), nach der Produktregel und Lemma 11.3 unten. Erst im néchsten
Abschnitt wird die Adjunkte Adj(A) eingefiihrt. ]

Die Adjunkte

Definition Sei R ein kommutativer Ring und A € M, (R) eine quadratische
Matrix. Fiir 4,5 € {1,...,n} sei A(i,7) € M,_1(R) wie in Satz 6.5 die Matrix, die
entsteht, wenn man aus A die ite Zeile und die jte Spalte entfernt. Die Adjunkte
Adj(A) € M, (R) ist per Definition die durch

(Adj A)j == (—1)""7 det A(j, i)
gegebene Matrix. Ein anderer Name ist der komplementdre Matrix zu A.
Lemma 11.3 Sei R ein kommutativer Ring, und sei A € M,(R). Dann
A-Adj(A) = Adj(A) - A=det(A)E, .

Beweis. Es ist

(A-Adj(A)); =Y A Adj(A)j, = > (1) F Ay det A(k, ).
=1 j=1
Fir £ = i ist dies det(A) nach Satz 6.5 (a). Nun sei k& # i. Wir miissen zeigen,
dass 0 als Ergebnis rauskommt. Sei B € M, (R) die Matrix, die aus A entsteht,
wenn man die kte Zeile durch eine Kopie der iten Zeile ersetzt: wegen (D2) ist
det(B) = 0. Also (Laplace-Entwicklung nach der kten Zeile)

n

0= (=1)" By det B(k, j) = (~=1)""* Y " (=1)" A det A(k, ) ,
j=1

i=1

denn nach Konstruktion ist By; = A;; und B(k, j) = A(k, j).
Wir haben also gezeigt, dass A - Adj(A) = det(A)E,. Der zweite Teil wird
dhnlich gezeigt, diesmal mit Laplace-Entwicklung nach Spalten. [
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1 2 3 2 -1 1
Beispiel Fir A= (4 1 2 | € M3(Z) ist AdjJA = | 20 —10 10
2 -3 —4 -4 7 =7
Es ist det(A) = 0 und A - Adj(A) = Adj(A) - A =0.

3 X-2 X?+1
Beispiel Fir A= (0 X 1 € M;(R[X]) ist
0 0 X =2

X(X—2) —(X-2)? —X3—2
Adj(A) = 8 3(X0— 2) —;
3

Es ist det(A) = 3X (X — 2) und A - Adj(A) = Adj(A) - A = 3X(X — 2)E;.

1 —
1 1
det(A) =2 und % ¢ 7. Zwar gibt es eine Inverse-Matrix, diese liegt aber nicht in
My(Z).

Beispiel Als Element von My(Z) ist A = ( ) nicht invertierbar, denn

Dagegen ist B = <i ;l in M5(Z) invertierbar, denn det(B) = —1 und fiir
r=—1ist rdet(B) = 1. Esist B~ = — Adj(B) = (_45 _43)

Bemerkung Fiir grofle Matrizen dauert die Berechnung der Adjunkte zu lang;
man sollte die Inverse-Matrix eher mittels Gaulschen Elimination ermitteln. Das
Nutzen der Adjunkte ist eher fiir theoretische Fragen.

2. Beweis des Satzes von Cayley-Hamilton. Sei A € M, (k) eine Matrix. Zu
jedem m > 0 gibt es eine Matrix B € M, (k[X]) mit A" — X"E, = B-(A—XE,),
und zwar B = Z?:_ol A'X™ 17 Nun sei f € k[X] ein Polynom, f =>"" ¢ X"
Dann

f(A) - f(XEn) = ZCT(AT - XTETZ) )

weshalb es eine Matrix C' € M, (k[X]) gibt mit f(A) — f(XE,) =C-(A—XE,),
d.h.
fA) =fX)E,+C- (A= XE,).

Dies wenden wir im Fall f = p4 an. Es ist
pa(X)E, =det(XE, — A)E, = Adj(XE, — A)- (XE, — A).
Mit D =C — Adj(XE,, — A) € M, (k[X]) ist also

pa(A)=D-(A— XE,).
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Diese ist eine Gleichung in M, (k[X]), auf der linken Seite kommt allerdings X gar
nicht vor. Es folgt hieraus, dass D = 0 und deshalb ps(A) = 0, wie erwiinscht.
Ist D # 0, so gibt es ein m > 0 und Matrizen Dy, Dy, ...,D,, € M,(k) mit
D= ZZZO D; X" und D,, # 0: dann ist X™ die hochste Potenz von X, die in D
vorkommt. Die Beweismethode von Lemma 10.2 zeigt hier, dass

D-(A-XE,)=—D,X™"" 4 Terme vom Grad < m.

Dann wére aber D - (X — X E,,) kein Element von M, (k), ein Widerspruch. Also
D =0und ps(A) =0. n

Die 3. Beweismethode und der Modulbegriff

Satz von Cayley—Hamilton fiir Matrizen iiber kommutative Ringe
Sei R ein kommutativer Ring und A € M, (R) eine quadratische Matriz. Dann gilt
pa(A) =0, d.h. das charakteristische Polynom pa(X) verschwindet in X = A.

3. Beweis des Satzes von Cayley—Hamilton. Fiir ein Polynom f € R[X] und
ein (Spalten-)vektor v € R" werden wir f * v fiir das Element f(A)-v € R"
schreiben. Somit haben wir eine Abbildung R[X|x M — M, (f,v) — f*v, wobei
ich M := R" setze. Ist nun B eine Matrix aus M,,(R[X]) und v = (v1,...,v,) €
M™, so kénnen wir durch Matrixmultiplikation das Produkt B - v € M™ bilden:
esist B-v =w fir w = (wy,...,w,) mit w; = Z?Zl B;; * vj. Beachten Sie, dass
B;; € R[X] liegt und w;,v; € M = R™.

Betrachten wir jetzt den Fall B = XE, — AT und v = (ey,...,e,), wobei
e; € R" durch e; = (0,...,1,...,0) mit der 1 an der iten Stelle gegeben ist. Es
ist B;; = Xd;; — Aj;, also B -v = w fiir

Jiy
n n n

w; = E Bij*ej:X*ei— E AjiGj:A'Q'— E Ajiejzo.
7j=1 j=1 7=1

Das heifit, es ist B-v = 0. Jetzt multiplizieren wir diese Gleichung von Links mit
Adj(B): esist Adj(B)-B = det(B)E,, weshalb det(B)x*e; = 0 fiir jedes 1 < i < n.
Wegen det(B) = pyr(X) ist det(B)xe; = par(A)-e;, also par(A)-e; = 0 fiir alle 3.
Hieraus folgt, dass p4r(A) = 0. Es ist aber ps = pyr, denn py = det(XE, — A) =
det(XE, — A)T = det(X E,, — AT). n

Bemerkung Moduln sind — mit einigen Abstrichen — das fiir Ringe, was Vek-
torrdume fiir Kérper sind. Im obigen Beweis kommen zwei Moduln vor: zuerst
machten wir M = R" durch * zu einem R[X]-Modul, dann machten wir M™
durch Matrixmultiplikation zu einem M, (R[X])-Modul.
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12 Algebraische Strukturen: Quotienten

Der Restklassenring 7 /6 sowie die Kérper Fy und F3 sind eigentlich als Quotien-
tenringen zu konstruieren. Es gibt auch Quotientenvektorrdume: ist etwa F' ein
Endomorphismus von V und U C V ein Unterraum, der F(U) C U erfiillt —
U konnte z.B. ein Eigenraum von F' sein —, so induziert F' einen Endomorphis-
mus des Quotientenraums V/U. Hat die Matrix von F die Blockgestalt (£ §)
beziiglich einer Basis, die mit einer Basis von U anfingt, so ist B die Matrix
von F' eingeschrankt auf U, und D ist die Matrix des induzierten Endomorphis-
mus von V/U. Dagegen gibt es im allgemeinen Fall kein Komplement W von U
derart, dass F(W) C W und D die Matrix von F' auf W ist.

Um diesen beiden Beispielen moglichst einheitlich behandeln zu kénnen, fan-
gen wir mit Quotienten von abelschen Gruppen an. Der Fall von beliebigen Grup-
pen ist etwas komplizierter, denn dort kann man nicht fiir jede Untergruppe
H < G eine Quotientengruppe G/H bilden.

Zur Erinnerung: eine additive Gruppe ist eine abelsche Gruppe, deren Grup-
penoperation mit + und deren neutrales Element mit 0 bezeichnet wird.

Definition Sei G eine Gruppe mit Gruppenoperation *. Eine Teilmenge H C
G heifit genau dann eine Untergruppe von G, wenn auch H beziiglich % eine
Gruppe ist. Dies bedeutet: fiir alle hy, ho € H ist auch hy * hy € H; das neutrale
Element e liegt in H; und fiir jedes h € H liegt auch das Inverse A’ in H.
Bezeichnung: H < G.

Lemma 12.1 Sei A eine additive Gruppe und H < A eine Untergruppe. Sei ~
die Relation auf A gegeben durch: es ist a ~ b genau dann, wenn b—a in H liegt.
Dann gelten:

a) ~ ist eine Aquivalenzrelation auf A.

Die Aquivalenzklasse von a € A bezeichnet man mit a + H. Man nennt sie
die Nebenklasse von a beziiglich H, oder die Restklasse von a modulo H.

b) Ist ay ~ ay und by ~ by, so ist auch a; + by ~ as + by.

c¢) Die Menge A/~ der Aquivalenzklassen bildet eine additive Gruppe beziglich
der Operation (a+ H) + (b+ H) := (a + b) + H. Diese Gruppe nennt man
die Quotientengruppe A/H.

d) Die Abbildung p: A — A/H, a — a+ H ist ein surjektiver Gruppenhomo-
morphismus. Manchmal bezeichnet man diese Abbildung als die kanonische
Projektion.

Beweis.  a) Reflexiv: a ~ a, denn @ —a = 0 € H. Symmetrisch: Ist a ~ b,
dann b—a € H,alsoa—b= —(b—a) € H, also b ~ a. Transitiv: Ist a ~ b
und b~ ¢, dann b —a,c—be€ H,alsoc—a= (c—b)+ (b—a) € H, also
a~ c.
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b)
c)

Es ist (CLQ +b2) — (Cll +b1) = (CLQ - CLl) + (bz - bl) c H.

Wegen b) ist die Operation (a + H) + (b+ H) := (a + b) + H reprisentan-
tenunabhéngig. Assoziativ:

((a+H)+ (b+H))+(c+H)=((a+b)+H)+(c+H) = ((a+b)+c)+H.

Analog ist (a+H)+((b+ H)+ (c+ H)) = (a+ (b+c¢))+ H. Aber a+ (b+
¢) = (a+b) + ¢, da A assoziativ ist. Das neutrale Element ist 0 + H, und
—(a+H)=(—a)+ H. u

Korollar 12.2  a) Sei R ein kommutativer Ring und I C R ein Ideal in R,

d.h. I ist eine Teilmenge von R mit den folgenden drei Figenschaften:

(I1) Aus a,be I folgta+be I;
(I12) Ausr € R, a € I folgt ra € I;
(I3) 0 € 1.
Dann ist I < R, und die Quotientengruppe ist beziiglich der Multiplikation

(r+1)(s+ 1) :=rs+ I selbst ein kommutativer Ring, der Quotientenring
R/I.

Nun set U ein Untervektorraum des k-Vektorraums V.

b)

d)

EsistU <V, und die Quotientengruppe ist beziiglich der Skalarmultiplikati-
on ANv+U) := (Av)+U selbst ein k-Vektorraum, der Quotientenvektorraum
V/U. In diesem Fall ist die kanonische Projektion V.— V/U, v +— v+ U

eine surjektive lineare Abbildung.

Ist V' endlich dimensional, so ist dimV/U = dimV — dimU. Auflerdem

qilt: ist vy, ..., v, eine Basis von V derart, dass die ersten r Elemente eine
Basis von U bilden, so ist v,41 + U,v,00 + U, ... v, + U eine Basis von
V/U.

Sei F' ein Endomorphismus des k-Vektorraums F. Sei U C V ein Unter-
raum, der beziiglich F invariant ist, d.h. es ist F(U) C U. Dann: durch
F(v+U) = F(v) + U induziert F einen Endomorphismus F des Quotien-
tenvektorraums.

Beweis.  a) Fiir a,b € I sind a +b und —a = (—1)a auch Elemente von I,

also ist I < R. Ist 7 ~ 7/ und s ~ &, so gibt es a,b € [ mit ' = r + a,
s =s+b. Also r's' —rs = rb+ sa + ab. Wegen (12) liegen rb, sa,ab in I.
Wegen (I1) ist also 's” ~ rs. Die Multiplikation ist also wohldefiniert. Dass
die Axiome fiir einen kommutativen Ring erfiillt sind, folgt jetzt aus den
gleichen Axiomen fiir R: wie es fiir Assoziativitdt im Beweis des Lemmas
der Fall war.
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b) Vektorrdume sind insbesondere additive Gruppen, also U < V. Ist v/ = v4u
fir w € U, dann A’ — Av = Au € U. Somit ist die Skalarmultiplikation
wohldefiniert.

Die kanonische Projektion ist bekanntlich surjektiv. Linear: Av 4+ pw +—
M+ pw) +U = ANov+U) + p(w+U).

¢) Dimension von V/U: die Projektion hat Bild V/U und Kern U. Man wendet
also die Dimensionsformel an.

Basis: Aus Dimensionsgriinden reicht es, zu zeigen, dass die angebliche Ba-
sis ein Erzeugendensystem von V/U ist. Sei v + U ein beliebiges Element
von V/U. Da vy,...,v, eine Basis von V ist, gibt es Ay,..., A\, € k mit
v="> " Avi. Alsov+U =30 N(v; +U). Nun, v; + U = 0 fiir i <r,
denn v; € U fiir solches 7. Also v +U =37 . Ni(v; +U).

d) Fist repriisentantenunabhéngig: ist v+U = v'+ U, so gibt es ein u € U mit
v'=v+u Also F(v'+U) = F(')+U=F)+ Fu)+ U =F(v)+U =

F(v+U), denn F(u) € U. Da F linear ist, ist auch F. =

Beispiel: Restklassen modulo n Sei n > 2 eine ganze Zahl. Mit nZ bezeichnet
man die Menge

nZ={nm|meZ}={reZ|n teilt r}.

Dieses nZ ist ein Ideal in Z. Die Nebenklassen a+nZ heiflen Restklassen modulo n,
und Z/nZ heifit der Restklassenring modulo n. Weiter Bezeichnungen fiir diesen
Ring sind Z/n und Z,; allerdings bezeichnte Z,, manchmal etwas anderes.
Der Ring Z/nZ hat n Elemente. Sie sind 0+nZ, 14nZ, 24+nZ, ..., (n—1)+nZ.
In Z/6Z gilt (2+Z)(3+Z) =6+ 7Z = 0+ Z. Es kann also sein, dass ab =0
gilt, obwohl a # 0 und b # 0 gelten.

Der Korper F,, Sei p eine Primzahl. Dann ist der Restklassenring Z/pZ ein
Koérper, den man mit I, bezeichnet: der Kérper mit p Elementen.

[F, ist ein Korper, denn es ist ein kommutativer Ring; 1 # 0; und ist a+pZ # 0,
so gibt es ein b mit (a+pZ)(b+pZ) = 1+pZ. Dies ist der Fall, denn die Abbildung
b+ pZ +— ab+ pZ von der p-elementigen Menge Z/pZ nach sich selbst ist injektiv
und deshalb surjektiv; die Abbuildung ist injektiv, denn aus ab + pZ = ac + pZ
folgt, dass a(c — b) durch p teilbar ist. Da p eine Primzahl ist und a nicht teilt,
muss also ¢ — b durch p teilbar sein, d.h. b+ pZ = c + pZ.

Die Koérper Fy und F3 haben wir bereits gesehen. Der Korper Fy aus Ubungs-
blatt 3 gehort nicht zu dieser Familie von Beispielen, denn 4 ist keine Primzahl.

Beispiel: Invariante Unterraume Sei F ein Endomorphismus des k-Vektor-
raums V', und sei U C V ein invarianter Unterraum. Nach dem Korollar induziert
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F einen Endomorphismus F' des Quotientenraums V/U durch F(v+U) = F(v)+
U.

Jeder Unterraum von V' hat mindestens ein Komplement W, d.h. W ist selbst
ein Unterraum von V, und es ist V' = U @ W. Fiir jedes solche Komplement ist
die lineare Abbildung W — V/U, w +— w + U ein Isomorphismus. Ist W selbst
invariant, so ist F nichts anderes als die Einschrinkung von F auf W.

In den meisten Féllen gibt es aber kein invariantes Komplement W. Ist zum
Beispiel F': R? — R? die Abbildung F(z,y) = (z + y,y), so ist U = {(z,0) | z €
R} ein invarianter Unterraum. Jedes Komplement W von U in R? ist eindimen-
sional mit Basis w = (z, 1) fiir ein x € R; aber F(w) = w + (1,0) ¢ Spann(w).

In diesem Beispiel ist R?/U eindimensional mit Basis (0,1) + U. Es ist

F:(0,1)+U~—(1,1)+U=(0,1)+U.
Somit ist F die Identititsabbildung auf R?/U.

Invariante Unterrdume und Matrizen Sei F' ein Endomorphismus eines end-
lich dimensionalen k-Vektorraums V', und sei U C V ein invarianter Unterraum.
Wir wéhlen eine Basis tq, ..., t, fiir U und setzen dies zu einer Basis T": t1,...,t,
von V fort. Die Matrix von F' hat dann die Blockgestalt

wr(e) = (4 ) )

mit B € M, (k) die Matrix von F|y und D € M,,_,(k). Es ist dann D die Matrix
des Endomorphismus F von V/U beziiglich der Basis t,.; + U, ..., t, + U von
V/U.

Berechnen wir jetzt das charakteristische Polynom von beiden Seiten der Glei-
chung (*). Wir erhalten pp(X) = pp(X)pp(X). Da B bzw. D die Matrix von
F|y bzw. F ist, haben wir das folgende Lemma bewiesen:

Lemma 12.3 Sei F' ein Endomorphismus des endlich dimensionalen k-Vektor-
raums V', sei U C V ein invarianter Unterraum, und sei F der induzierte En-
domorphismus des Quotientenraums V/U. Dann erfillen die charakteristischen
Polynome der drei Endomorphismen F, F|y und F die Gleichung pp(X) =

pF\U<X)pF(X)' u

Aquivalente und #hnliche Matrizen

Die Matrix einer linearen Abbildung hangt bekanntlich won der gewédhlten Basis
ab. Zwei Matrizen der gleichen linearen Abbildung diirfen sich nicht zu stark
voneinenader unterscheiden.

Definition Sei k ein Korper.
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a) Zwei Matrizen A, B € M(m x n, k) heiflen dquivalent, wenn es invertierbare
Matrizen P € M,,(k) und @ € M, (k) gibt derart, dass B = PAQ gilt.

b) Zwei Matrizen A, B € M,(k) heilen dhnlich, wenn es eine invertierbare
Matrix T € M, (k) gibt derart, dass B = TAT ! gilt.

Lemma 12.4  a) ,dquivalent und ,dihnlich sind Aquivalenzrelationen.

b) Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Sind B, B’ bzw. C,C" zwei Basen
von V bzw. W, so sind die Matrizen gMc(f) und pMei(f) dquivalent.

Umgekehrt gilt: ist die Matric A zu pMc(f) dquivalent, so gibt es Basen
B’ fir V- und C" fir W derart, dass A = pMci(f) ist.

c) Sei f ein Endomorphismus des k-Vektorraums V. Sind B, B" zwei Basen
von V, so sind die Matrizen gMp(f) und gMp/(f) dhnlich. Umgekehrt
gilt: ist die Matriz A zu gMp(f) dhnlich, so gibt es eine Basis B’ fir V
derart, dass A = pMp/(f) ist.

Beweis.  a) Aquivalenz: Reflexiv: P = E,,, Q = E,. Symmetrisch: B =
P71AQ™!. Transitiv: ist C = RBS, dann C' = (RP)B(QS).
Ahnlichkeit: Reflexiv: T = E,. Symmetrisch: B = T—'AT. Transitiv: ist
C = SBS™!, dann C = (ST)B(ST)™".

b) Es ist B/M@/(f) = PBMc(f)Q fur P = cMC/(Id), Q = B/MB(Id). Diese
Matrizen sind invertierbar, z.B. P™1 = o/ M¢(Id). Nunsei A = P gMc(f)Q.
Es ist Q@ = pMg(Id) fir die Matrix B’: vy,...,v), von V gegeben durch
vl = 2?21 Qjiv;, wobei B die Basis vy, ..., v, ist. Da B eine Basis ist, und
die Spalten der invertierbaren Matrix ) linear unabhéngig sind, ist B’ linear
unabhéngig und deshalb eine Basis. Analog gibt es eine Basis C' von W
mit P~ = C/Mc(ld). Also A = cMer (Id) BMC(f) B/M3(Id) = B/Mc/(f).

c¢) Analog. "

Triangulierbarkeit

Definition Ein Endomorphismus F' des endlich dimensionalen k-Vektorraums
V' heilt triangulierbar, wenn es eine Basis B von V' gibt derart, dass die Matrix
Mg (F) obere Dreiecksgestalt hat.

Entsprechend heiit eine Matrix A € M, (k) triangulierbar, wenn sie zu einer
Matrix in oberer Dreiecksgestalt dhnlich ist. Nach Lemma 12.4 ist dies genau
dann der Fall, wenn der Endomorphismus L4 des k" triangulierbar ist.

Beispiele Diagonalmatrizen haben obere Dreiecksgestalt, somit ist jede diago-

nalisierbare Matrix triangulierbar. Etwa (§}) € My(R): es gibt zwei Eigenwerte,
ndmlich 1, —1, also ist die Matrix diagonalisierbar und triangulierbar.
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Die Matrix A = G :}) € My(R) dagegen ist nicht diagonalisierbar, denn

pa(X) = X2 d.h. 0 ist der einzige Eigenwert, aber der Eigenraum ist nur
eindimensional. Nun sei B: by, b, die Basis von R? gegeben durch b, = (1,1),
by = (1,0). Dann A -b; = 0 und A - by = b;. Beziiglich der Basis B hat der
Endomorphismus L, deshalb die Matrix pMp(La) = (94), d.h. A ist zu dieser
Matrix dhnlich und deshalb triangulierbar.
0 1
-1 0
Matrix in oberer Dreiecksgestalt hat in e; einen Eigenvektor, somit muss jede
triangulierbare Matrix mindestens einen Eigenvektor haben, aber A hat keine
Eigenwerte, denn pa(X) = X? + 1 hat keine Nullstellen in R.

Dagegen ist A = € M,(R) nicht einmal triangulierbar: denn jede

Satz 12.5 Ein Endomorphismus F' des n-dimensionalen k-Vektorraums V' bzw.
eine quadratische Matriz A € M, (k) ist genau dann triangulierbar, wenn das
charakteristische Polynom in k[X]| als ein Produkt von linearen Faktoren zerfdllt:
pr(X) =T[(X=X), mit\,... .\, €k
i=1

Fiir k = C st dies immer der Fall.

Beweis. Fall k = C: nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat jedes nicht-
konstante Polynom f € C[X] mindestens eine Nullstelle in C. Per Induktion iiber
grad(f) folgt es, dass jedes nichtkonstante Polynom in C[X] sich als ein Produkt
von linearen Faktoren schreiben ldsst.

Hat die Matrix A € M, (k) obere Dreiecksgestalt, so ist pa(X) =[], (X — As)
ein Produkt von linearen Faktoren. Ahnliche Matrizen haben das gleiche charak-
teristische Polynom. Somit ist fiir jede triangulierbare Matrix das charakteristi-
sche Polynom ein Produkt von linearen Faktoren.

Umgekehrt sei F' ein Endomorphismus des n-dimensionalen Vektorraums V',
dessen charakteristische Polynom als pp(X) = [}, (X — \;) zerfillt. Sei U C V
der Eigenraum U = FE),(A). Dann r := dim(U) > 1. Dieser Unterraum ist in-
variant, d.h. F(U) C U, denn F(u) = A\u fiir jedes u € U. Nach Lemma 12.3
oben ist pz(X) ein Teiler von pp(X) und deshalb selbst ein Produkt von linea-
ren Faktoren. Nach Induktion iiber n = dim V ist deshalb F' triangulierbar. Sei
T: ¥y41,...,0, cine Basis von V/U, die den Endomorphismus F' trianguliert, d.h.
mit +Mp(F) in oberer Dreiecksgestalt. Wihlen wir dann v,41, . .., v, € V derart,
dass v; = v; + U fiirt >r+1. Sei S: vq,...,v, eine Basis von U. Sei R die Basis
v1,...,U, von V: um zu sehen, dass R eine Basis ist, beachten Sie, dass R linear
unabhéngig ist: ist Y )" | Ajv; = 0, dann ) 7", Ai(v;+U) = 0,also Y7 4 Aty = 0,
also A\; = 0 fiir alle ¢ > r + 1, weshalb 22:1 Av; = 0 und A\; = 0 fiir alle 7.

Es ist dann gMg(F) = (5§) mit B = sMg(F|y) eine Diagonalmatrix,
und D = ¢My(F) in oberer Dreiecksgestalt. Somit ist auch grMp(F) in oberer
Dreiecksgestalt. [
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Korollar 12.6 Sei F' ein Endomorphismus des endlich dimensionalen k- Vektor-
raums V. Die folgenden drei Aussagen sind dquivalent:

a) F ist triangulierbar.

b) Das charakteristische Polynom pp(X) zerfallt als ein Produkt linearer Fak-
toren.

c) Das Minimalpolynom mp(X) zerfdllt als ein Produkt linearer Faktoren.

Zusatz: Jede Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist auch eine Nullstelle
des Minimalpolynoms.

Beweis. Zusatz: Ist prp(\) = 0, so gibt es einen Eigenvektor v # 0 mit F(v) =
Av. Dann 0 = mp(F)(v) = mp(A) - v, weshalb mp(A) = 0 sein muss, denn v # 0.

Nach dem Satz sind a) und b) dquivalent. Aus b) folgt ¢), denn mp(X) teilt
pr(X) nach dem Sazt von Cayley—Hamilton. Wir setzen jetzt c) voraus und
werden per Induktion iiber dim V' zeigen, dass a) folgt. Wegen c) hat mp(X)
mindestens eine Nullstelle A € k. Also pr(A) = 0, denn mp teilt pg, also ist A ein
Eigenwert von F'. Wie im Beweis des Satzes setzen wir U = FE,(F'), ein invarianter
Unterraum. Der eingeschrénkter Endomorphismus F|y ist diagonalisierbar. Fiir
den induzierten Endomorphismus F des Quotientenraums V/U gilt mp(F) = 0,
denn fiir alle v + U € V/U ist mp(F)(v +U) = mp(F)(v) + U = 0+ U. Somit
ist das Minimalpolynom von F ein Teiler von mp und deshalb ein Produkt von
linearen Faktoren. Nach Induktionsannahme ist F triangulierbar. Wie im Beweis
des Satzes folgt jetzt, dass auch F' triangulierbar ist. [
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13 Algebraische und Geometrische Vielfachheit

Die Vielfachheit einer Nullstelle

Sei k ein Korper und f € k[X] ein Polynom mit f(a) = 0 fir ein a € k. Was
bedeutet es, wenn man behauptet, dass a eine 3-fache Nullstelle von f ist?

In der Analysis heifit das: es ist f(a) = f'(a) = f"(a) = 0. Meint man, dass
die Vielfachheit der Nullstelle genau 3 betrdgt und nicht noch hoher ist, so fiigt
man f”(a) # 0 hinzu. Dies setzt voraus, dass k = R oder C ist.

In der Algebra heifit es, dass f(X) durch (X — a)? teilbar ist. Meint man,
dass die Vielffachheit genau 3 betrigt, verlangt man, dass f(X) genau dreimal
durch (X — a) teilbar ist, d.h. es ist f(X) = (X —a)?g(X) fiir ein Polynom g mit
g(a) # 0, was wiederum dquivalent dazu ist, dass ¢g(X) nicht durch X — a teilbar
ist.

Diese algebraische Charakterisierung der Vielfachheit hat den Vorteil, dass sie
fiir jeden Korper funktioniert. Anders als im analytischen Fall ist es nicht sofort
klar, dass die algebraische Charakterisierung eindeutig ist.

Lemma 13.1 Sei k ein Korper, a € k ein Skalar, und 0 # f € k[X]| ein Poly-
nom.

a) Esist f(a) =0 genau dann, wenn f(X) durch X — a teilbar ist.

b) Ist f(a) =0, so gibt es eine ganze Zahl d > 1 und ein Polynom g € k[X]
derart, dass f(X) = (X — a)%(X) gilt und g(a) # 0 ist. Sowohl d als
auch g sind eindeutig durch f,a definiert. Man nennt d die Vielfachheit
der Nullstelle a von f.

Beweis.  a) Diese Aussage wurde bereits in der LAAGI als Lemma 7.3 be-
wiesen, per Induktion iiber grad(f). Alternativ kann man sie bequem aus
den Divisionsalgorithmus (Lemma 10.3) herlgeleitet werden: denn dies be-
sagt, dass es ein Polynom ¢ € k[X] und ein Skalar r € k gibt derart, dass
f(X) = (X —a)q(X) + r ist. Setzt man X = a ein, so ist r = f(a). Also
gilt: ist f(a) =0, so folgt (X —a) | f(X).

b) Existenz: Wegen a) existieren Faktorisierungen f(X) = (X — a)?g(X) mit
d > 1, andrerseits ist d < grad(f) fiir jede solche Faktorisierung. Wahlen
wir eine solche Faktorisierung mit dem grostmoglichen Wert von d. Dann
g(a) # 0, sonst wiirden wir aus a) folgern, dass g(X) durch X — a teilbar
sein miisste, weshalb f(X) durch (X — a)4! teilbar wiire, in Widerspruch
zur Maximalitét von d.

Eindeutigkeit: Angenommen es ist f(X) = (X — a)%g(X) = (X — a)°h(X)
mit g(a) # 0 # h(a). Ohne Einschrénkung ist d < e. Dann 0 = f(X) —
f(X) = (X —a)(g(X) = (X —a)*h(X)). Aus Lemma 10.2 ist bekannt:
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ist das Produkt von zwei Polynome gleich Null, so muss eins der beiden
Polynome Null sein. Es ist also 0 = g(X) — (X — a)* ?h(X). Ist e = d, so
heifit das g(X) — h(X) = 0, und wir sind fertig. Ist e # d, so setzen wir
X = a ein und erhalten 0 = g(a) — 0 # 0, ein Widerspruch. n

Algebraische und geometrische Vielfachheit

Definition Sei V' ein n-dimensionaler k-Vektorraum. Sei F' ein Endomorphis-
mus von V. Bekanntlich ist ein Skalar A € k genau dann ein Eigenwert von F,
wenn A eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms pg(X) ist.

a) Die Dimension des Eigenraums E)(F') nennt man die geometrische Viel-
fachheit des Eigenwerts \.

b) Die Vielfachheit von A als eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms
pr(X) nennt man die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts A.

Satz 13.2 Sei F' ein Endomorphismus eines n-dimensionalen k- Vektorraums V.,
und sei \ ein Eigenwert von k. Dann gilt

1 < Geometrische Vielfachheit(\) < Algebraische Vielfachheit(\) < n.

Beweis. Ist A ein Eigenwert, so gibt es mindestens einen Eigenvektor mit
Eigenwert A\, d.h. der Eigenraum enthélt mindestens einen Vektor # 0 und hat
also Dimension > 0. Das charakteristische Polynom hat Grad n. Ist also pp(X)
durch (X — \)4 teilbar, so ist d < n.

Sei ty,...,t, eine Basis des Eigenraums F,(F'). Dieses System setzen wir zu
einer Basis T': ty,...,t, von V fort. Sei A die Matrix A = rMy(F), dann ist
pr(X) = pa(X). Nun, A hat die Blockmatrix-Gestalt

B C
=0 )
mit B = AE, und D € M,_,(k). Also gilt pa(X) = pp(X)pp(X), wegen Lem-
ma 11.1 a). Somit ist pa(X) durch pg(X) = (X — \)" teilbar, weshalb die Viel-

fachheit der Nullstelle A mindestens r betrigt. Aber r ist die geometrische Viel-
fachheit. [

Das Fitting-Lemma

Auch die algebraische Vielfachheit ist die Dimension eines Unterraums, der durch
den Eigenwert A definiert wird. Um dies zu erkennen, benétigen wir ein Lemma.

Lemma 13.3 (Fitting-Lemma) Sei F' ein Endomorphismus des endlich di-
mensionalen k-Vektorraums V. Dann:
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a) Es ist
{0} C Kern(F) C Kern(F?) C --- C Kern(F") C Kern(F™™) C ... CV
und
V 2 Bild(F) 2 Bild(F?) 2 --- D Bild(F") 2 Bild(F"™*) 2 --- 2 {0}.

Beide Tiirme bestehen aus invarianten Unterrdumen und sind nach endli-
cher Zeit konstant, d.h. es gibt ein m > 1 mit Kern(F™") = Kern(F™)
und Bild(F™*") = Bild(F™) fir alle r > 0.

b) Fiir jedes solche m gilt V = Kern(F™) @ Bild(F™).

Beweis. Fiir alle v € V ist F'(F(v)) = F*™(v) = F(F"(v)). Hieraus folgt
einerseits, dass Kern(F™™!) D Kern(F") ist, und Kern(F") invariant ist; und
anderseits, dass Bild(F™!) C Bild(F") ist, und dass Bild(F") invariant ist. Da
dim Kern(F") nur endlich oft wachsen und dim Bild(F™) nur endlich oft fallen
darf, sind beide Tiirme nach endlicher Zeit konstant.

Es gibt also ein m > 1 mit Kern(F™") = Kern(F™) und Bild(F™*") =
Bild(F™) fiir alle » > 0. Insbesondere ist dann Kern(F*™) = Kern(F™). Ist
v € Kern(F™) N Bild(F™), so gibt es ein w € V mit v = F™(w). Aus v €
Kern(F™) folgt F™(v) = 0, also F*"(w) = 0. Wegen Kern(F*™) = Kern(F™)
folgt F™(w) = 0, d.h. v = 0. Also Kern(F™) N Bild(F™) = {0}. Nach der
Dimensionsformel fiir F™ ist also V' = Kern(F™) & Bild(F™).

Beispiel Sei A € My(R) die Matrix

1 1 -1 0
0o -1 2 -1
A_10 1 -1
0 -1 1 0
Es ist
00 0 0 00 0 O
s 12 2 -1 -1 3 |1 10 -1 4 43
A_22—1—1 A_110—1 AT=4"
11 -1 0 0 00 O

Also dim Kern(A") = 1,2, 3 fiir r = 1,2, 3, und Kern(A") = Kern(A?) fiir alle r >
3. AuBerdem ist dim Bild(A") = 3,2,1 fiir » = 1,2, 3, und Bild(A") = Bild(A?%)
fiir alle r > 3. Also R* = Kern(A3)@Bild(A?). Der Vektor (0,1, 1,0) ist eine Basis
fiir Bild(A3), und (1, —1,0,0), (0,0,1,0), (1,0,0, 1) ist eine Basis fiir Kern(A?%).
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Hauptriume

Wir deuten die algebraische Vielfachheit als die Dimension eines bestimmten
invarianten Unterraums.

Definition Sei V' ein endlich dimensionaler k-Vektorraum. Sei F' ein Endo-
morphismus von V. Sei A ein Eigenwert von F'. Sei

U={veV|Esgibt einn >1mit (F — AId)"(v) =0}.

Nach dem Fitting-Lemma 13.3 ist U = Kern((F — A 1d)™) fiir alle m grofl genug,
und deshalb ein invarianter Unterraum von V.

Diesen invarianten Unterraum U von V' nennt man den Hauptraum von F' zum
Eigenwert A. Anstelle von Hauptraum wird U manchmal der verallgemeinerte
Eigenraum genannt.

Beispiel Wie oben sei A € M,(R) die Matrix

1 1 -1 0
0 -1 2 -1
A=1 0 1 -1
0 -1 1 0

Dann gilt A-v = 0 fiir v = (0,1,1, 1), weshalb 0 ein Eigenwert von A ist. Wir
sahen oben, dass Kern(A™) = Kern(A?) fiir alls m > 3. Also der Hauptraum ist
Kern(A3?), mit Basis (1,—1,0,0), (0,0, 1,0), (1,0,0,1).

Lemma 13.4 Die Dimension des Hauptraums zum Eigenwert A stimmt mit der
algebraischen Vielfachheit von X\ diberein.

Beweis. Fiir m grofl genug ist der Hauptraum U der invariante Unterraum
U = Kern((F — A1d)™) = Kern((F — AId)™!). Nach Lemma 12.3 ist pr(X) =
priy (X)pr(X), wobei F der induzierte Endomorphismus des Quotientenraums
V/U ist.

Das Polynom (X — A\)™ verschwindet auf U = Kern((# — AId)™) wenn man
X = Fly einsetzt. Somit ist F|y triangulierbar nach Korollar 12.6, denn das
Minimalpolynom teilt (X — \)™. Folglich ist auch das charakteristische Polynom
pr|, (X) ein Produkt von linearen Faktoren X — \A;. Jedes J; ist ein Eigenwert
und somit eine Nullstelle des Minimapolynoms: ist v € U ein Eigenvektor, so ist
mp, (Ai)v =mp), (F)(v) = 0. Also pp, (X) = (X = A)" fir r = dim U.

Somit ist die Dimension r des Hauptraums < die algebraische Vielfachheit.
Ist die algebraische Vielfachheit grofler, so ist pz(X) durch X — X\ teilbar, also
gibt es v € V derart, dass v + U ein Eigenvektor von F mit Eigenwert X ist. Also
(F—X1d)(v) € U, weshalb (F'— A1d)™™(v) = 0, weshalb v € U. Dies kann nicht
sein, denn v 4+ U ist ein Eigenvektor und deshalb # 0. m
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Die kanonische Zerlegung eines Endomorphismus

Lemma 13.5 Sei F' ein Endomorphismus des endlich dimensionalen Vektor-
raums V.

a) Jede Summe von Hauptriumen von F ist direkt.

b) F ist genau dann triangulierbar, wenn V' die direkte Summe aller Haupt-

raume von F' ist.

Beweis.  a) Per Induktion iiber n = dim(V'). Sei A ein Eigenwert von F.

Dann pp(X) = (X — A)"g(X) fiir ein normiertes Polynom ¢(X) mit g(\) #
0. Nach Lemma 13.4 ist 7 = dim(U), wobei U der Hauptraum zum FEigen-
wert \ ist.

Nach dem Fitting-Lemma 13.3 ist V = U @& W, wobei W der invarianter
Unterraum W = Bild((F — A1d)™) ist fiir m grofl genug. Wahlt man Basen
fiir U und fiir W, so erhélt man eine Basis von V. Beziiglich dieser Basis
hat die Matrix von F' die Blockgestalt (5 9), wobei B bzw. D die Matrix
von F|y bzw. F|y ist. Also

Pr(X) = Prip (X)priw (X)) -

Ist ;1 # A ein weiterer Eigenwert von F, so sind ppy,, (X) und pp(X) ge-
nau so oft wie einander durch X — p teilbar, denn X — g und X — X sind
teilerfremd. Somit haben die Hauptraume von F' und von F|y zum Eigen-
wert p die gleiche Dimension und sind somit gleich. Nach Induktionsannah-
me ist also die Summe der weiteren Hauptraume direkt, und ein Unterraum
von W. Also bleibt die Summe direkt, wenn man U dazu nimmt.

Zertillt das charakteristische Polynom als ein Produkt von linearen Fakto-
ren, so stimmt die Summe der algebraischen Vielfachheiten der verschiede-
nen Eigenwerten mit dim V' iiberein, und V ist deshalb die direkte Summe
aller Hauptrdaume.

Umgekehrt ist das charakteristische Polynom durch (X — \)" teilbar fiir
jeden Eigenwert A, wobei r die algebraische Vielfachheit ist, also r =
Dimension des Hauptraums. Ist V' die direkte Summe des Hauptraums,
so ist das Produkt aller (X — A\)" ein normiertes Polynom, dass das charak-
teristischen Polynom teilt und den gleichen Grad hat, d.h. dieses Produkt
ist das charakteristische Polynom. [

Bemerkung Meistens hat ein Vektorraum mehrere Basen, und ein Unterraum
hat mehrere Komplemente. Dagegen gibt es fiir festes F' nur eine Zerlegung von
V' als direkte Summe von Hauptrdumen. Diese Zerlegung heift die kanonische
Zerlegung.
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Beispiel Wie oben sei A € M,(R) die Matrix

1 -1 0
-1 —1
0 —1
-1 0

o o -
— =

Die Matrix ist triangulierbar, denn es ist A* = A3, weshalb das Minimalpolynom
ein Teiler von X3(X — 1) ist und somit ein Produkt von linearen Faktoren ist.

Die Eigenwerte sind 0, 1. Sei Hy bzw. H; der Hauptraum zum Eigenwert 0 bzw.
1. Wir sahen oben, dass H, dreidimensional ist mit Basis (1, —1,0,0), (0,0, 1,0),
(1,0,0,1). Es ist dim Hy + dim H; = 4, also dim H; = 1. Der Vektor (0,1, 1,0)
liegt im Eigenraum F;(A), der ein H; liegt, und bildet deshalb eine Basis von H;.

Die kanonische Zerlegung von R* beziiglich der Matrix A ist also R* = Hy® H,
mit Hy = Spann((1,—1,0,0),(0,0,1,0),(1,0,0,1)) und H; = Spann((0, 1, 1,0)).
Bei den Basen von Hy, H; haben wir einiges an Wahlfreiheit; die Unterrdume
Hy, H, dagegen sind eindeutig festgelegt.

Beziiglich dieser Basis (1, —1,0,0), (0,0,1,0), (1,0,0,1), (0,1, 1,0) von R* ope-
riert die Matrix A als

-1 =210
11 00
1 1 00
0 0 01
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14 Nilpotente Endomorphismen

Sei F' ein Endomorphismus von V. Ist F' triangulierbar, so kann man eine Basis
B von V derart wéhlen, dass die Matrix A = gMpg(F') in oberer Dreiecksgestalt
ist. Im néchten Kapitel werden wir sehen, dass man diese Basis so wéhlen kann,
dass nur die Diagonaleintrage A; und die Eintrdge A;;; direkt oberhalb der
Diagonale nicht Null sind. Die Zutaten hierfiir sind die kanonische Zerlegung in
Hauptraumen sowie eine Analyse von nilpotenten Endomorphismen.

Definition Ein Endomorphismus F' eines n-dimensionalen k-Vektorraums V'
heifit nilpotent, wenn es ein r > 1 gibt derart, dass F" = 0 ist.

Entwurf eines Lemmas Sei F' ein nilpotenter Endomorphismus von V. Dann
gibt es eine Basis B: by, ..., b, derart, dass die Matriz A = gMpg(F) die folgen-
den Bedingungen erfiillt:

o Jeder Eintrag der Art A; 41 ist entweder 0 oder 1.

o Alle weitere Fintrdige sind Null.

Uberlegung Gibt es eine solche Basis, so ist F(b;) = 0, und F(biy1) = A;ii1bi
fir alle 1 <47 <n — 1. Hier ist eine solche Matrix:

01 00O0O0
001000
000O0O0O0
A= 000010
00 0O0O0O0
00 0O0O0O
Es ist F(bG) = O, F<b5) = b47 F(b4) = O, F(bg) = bg, F(bg) = b1 und F(bl> = 0.

Seien Uy, Us, Us die folgenden Unterrdume des k%:
U; = Spann(bg) U, = Spann(bs, by) Us = Spann(bs, b, by) .

Dann k® = U; @ Uy @ Us, und es ist F(U;) C U; fiir i = 1,2,3. Ferner ist Us
der kleinste invarianter Unterraum, der by enthilt: ist F(U) C U und b3 € U,
dann liegt auch by = F(b3) und deshalb auch by = F(by) in U, weshalb Us =
Spann(bs, by, b1) C U. Analog ist Uy bzw. Uy der kleinste invariante Unterraum,

der b5 bzw. bg enthélt. Man nennt die invarianten Unterrdume U;, U; und Us
deshalb zyklisch.

Definition Sei F': V — V ein Endomorphismus und U C V ein invarianter
Unterraum. Man nennt U ein zyklischer invarianter Unterraum, falls es ein u € U
gibt derart, dass folgendes gilt:

U = Spann(u, F(u), F%(u),...) = Spann{F"(u) | r > 0} .
Ein solches u nennt man ein Erzeuger des zyklischen Unterraums U. Diese Tat-

sache werden wir manchmal in der Bezeichnung U = Zp(u) festhalten.
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Beispiel Fiir A = (9}) bilden e; und e; = A - e; eine Basis des R?. Somit
ist R? zyklisch als A-invarianter Raum, und e; ist ein Erzeuger dieses zyklischen
Raums. Dagegen ist e; + ey kein Erzeuger, denn A - (e; + €3) = €1 + es.

Lemma 14.1 Sei F': V — V ein nilpotenter Endomorphismus, und sei 0 # v €
V' ein Vektor. Es ist F™ = 0 fiir alle m grof$ genug, also gibt es ein r > 1 derart,
dass F"(v) =0 aber F™*(v) # 0.

Dann sind die r Vektoren v, F(v), F*(v),..., F""'(v) linear unabhingig, und
sie bilden sogar eine Basis des zyklischen Unterraums Zp(v). Insbesondere gilt
dann

dim Zg(v) = das kleinste r > 1 mit F"(v) = 0.

Beweis. Es ist Zp(v) = Spann(v, F(v),..., F""Y(v)), denn es ist Zp(v) =
Spann(v, F(v), ..., F"Y(v), F"(v),...) per Definition, und F*(v) = 0 fiir alle s >
T

Lineare Unabhingigkeit: ist 37— \; F¥(v) = 0 fiir Skalare Ao, ..., \,_1 € k, 50
ist \; = 0 fiir alle i: denn sonst sei s die kleinste Zahl mit A\; # 0, dann ist \; =0
fiir alle i < s, und Y27_ A\;F¥(v) = 0. Man wendet jetzt "'~ auf beiden Seiten
dieser Gleichung an. Ist i > s, so ist F""17*Fi(v) = Fr+i=s=U(y) = 0. Also
AsF" 1 (v) = 0 und deshalb A\, = 0 wegen F"!(v) # 0. Dies ist ein Widerspruch,
denn Ay # 0. ]

Lemma 14.2 Sei F' ein nilpotenter Endomorphismus eines endlich dimensiona-
len Vektorraums V. Dann ldsst sich V' als eine direkte Summe von zyklischen
Unterrdumen zerlegen:

V= ZF(Ul) D ZF<U2) DD ZF(’Ut) .

Zusatz: Sei m > 1 die kleinste Zahl mit F™ = 0, dann ist Kern(F™™') C V.
Seien uy,...,us € V beliebige Vektoren derart, dass die Restklassen

uy + Kern(F™ 1), ... us + Kern(F™ 1)

eine Basis fiir den Quotientenraum V/Kern(F™™ 1) bilden. Dann kann man die
obige Zerlegung von V' so wdihlen, dass v; = u; gilt fir 1 <i < s.

Beweis. Wir beweisen den Zusatz (einschl. Hauptaussage) per Induktion iiber
n = dim(V'). Den Induktionsanfang stellt der Fall F' = 0 dar, der insbesondere
im Fall n = 1 gegeben ist. Ist I = 0, so ist Zp(u) = Spann(u) fiir jedes u € V,
und fiir jede Basis vy,...,v, von Vist V = Zp(v1) @ -+ ® Zp(vy,).

Induktionsschritt: Seien uq, ..., us wie im Zusatz, also liegt keine nichttriviale
Linearkombination der u; in Kern(F™~'). Wir zeigen zuniichst, dass die Summe

W= Zp(ur) + Zp(ug) + - + Zp(us)
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direkt ist. Das heiit, wir zeigen dass die Vektoren F7(u;) sind linear unabhéingig
firl1 <7 < sund 0 < 7 < m — 1, denn nach Wahl der w; ist immer erst
F™(u;) = 0. Selen also \;; € k Skalare fir 1 < ¢ < sund 0 < j < m—1
derart, dass Y ;_, Z;":Bl NijF?(u;) = 0. Sei jo der kleinste Wert von j derart,
dass \;j, # 0 ist fiir mindestens ein 7. Also )7, Z;":_ji Nij F9(u;). Wendet man
Fm=17Jo auf beiden Seiten an, so erhalten wir > 7 | A;jo F ' (u;) = 0 und deshalb
Fm=t (37, 15 \ij,u;) = 0. Nach der Annahme im Zusatz ist also \;j, = 0 fiir alle 7,
ein Widerspruch zur Wahl von j,.

Nun betrachten wir den invarianten Unterraum U = Kern(F™') des V,
und den eingeschrankten Endomorphismus G = F|y des U mit G™™! = 0. Die
Vektoren F'(uy), ..., F(us) sind Elemente von U. Sie sind auch linear unabhéngig
modulo Kern(G™?): denn wire Y ;| i F(u;) = w fiir ein w € V mit F™%(g) =
0, dann wenden wir £ 2 an und erhalten Y7, i, F™ '(u;) = 0, woraus folgt
wie oben, dass u; = 0 fiir alle 7.

Nach Induktionsannahme gilt der Zusatz einschl. Hauptaussage fiir U, G. Es
gibt also ein t > s und Vektoren vgyq,...,v; € U derart, dass

i=s+1

gilt, das heifit
s t
U =D Zr(Fu)) ® P Zr(v). (*)
i=1 i=s+1
Es ist Zp(u;) = Spann(u;) & Zp(F(u;)), und deshalb

Spann(uy ..., us) + U = Z Zp(u;) ® Z Zp(v;). (**)

i=s+1

Da u; + U,...,us + U eine Basis fir V/U ist, ist Spann(uq,...,us) + U =V
und dimU = dim V' — s. Da die Summe in (*) direkt ist, ist dim U die Summe
der Dimensionen der Summanden auf der rechten Seite von (*). Die Summe der
Dimensionen der Summanden in (**) ist um s grofler, betriagt also s + dimU =
dim V', d.h. die Dimension der linken Seite. Also ist auch die Summe in (**)
direkt. [
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Beispiel Sei A € Mo(R) die Matrix

-110 1 0 120 -10
O 00 -1 0 00O 1 O
O 00 0O O O0O0OO0O 0 1
O 00 0 0O 001 0 O

A -110 0 0 120 0 0
-1 10 0 0 120 0 0
O 00 1 0 0O0OO0O-10
O 01 0 -1 100 -10
0O 00 0 O 0O0O0O 0 1
O 01 0 -1 100 —-10

Es ist dann

Oo0o0oo0 0 OO 1 0 -1

O 000 0 OO0 -1 0 1

00010 -110 0 -1 0

0010 -110 0 -1 0

9 0000 O OO O o0 o0 3
A= 0000 O OO O 0 o0 A7=0.

Ooo0o0oo0 0 OO0 1 0 -1

Oo000 0 OO O o0 o0

0010 -110 0 -1 0

0000 O OO O o0 o0

Wahrscheinlich wird die gesuchte Zerlegung einige dreidimensionale Summanden
Zr(u) enthalten. Die Vektoren e; + e3, e3 + e4 sind lineare unabhéngig, und fiir
diesen beiden Werten von u ist A%(u) # 0, also dim Zz(u) = 3. Aber die Summe
Zr(er + e3) + Zr(es + e4) ist nicht direkt, denn beide Summanden enthalten
A%(ey +e3) = e3 + €4 + eg = A*(e3 + e4). Wir brauchen also eine Strategie, um
Erzeuger zu wéhlen. Der Zusatz zu Lemma 14.2 und seine Beweismethode liefert
eine.

Mit m = 3 also ist A™ = 0 und A™! # 0. Der Kern von A? hat Basis
€1, €9, €4, €7, 65 + €3, — €3, €9 + €3, €19 + €g. Somit bilden es, eg eine Basis eines
Komplements, d.h. e3+Kern(A?), es+Kern(A?) ist eine Basis von R/ Kern(A?).
Somit werden Z4(e3), Za(es) zwei drei-dimensionale Summanden von R sein.
Seib3:€3 undbG:eg. Seibng-bg, b5:A'b6, b1 :Ab2 undb4:A~b5.
Also 62:68+610, b1 = €3+ €4 + €y, 55264, b4=61—€2—|—67.

Eine Basis fiir Kern(A) ist es + €1, e5 + €3, €5 — €3 + €1, e7 + 2e1, €9 + e4 + €3.
Ein Komplement von Kern(A) in Kern(A?) hat Basis ey, e4, €19 + eg. Zum Gliick
enthilt diese Basis bereits by = A - e5 und by = A - eg. Ubrig bleibt e;. Dies wird
also einen zweidimensionalen Summanden Z4(e1) beitragen. Wir setzen bg = e;
und by = A-bg = —e; — €5 — €.
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Zum Schluss suchen wir eindimensionale Summanden. Hierfiir miissen wir
by, by, by d.h. eg + e4 + e3,e7 — ea + €1, —eg — €5 — €1 zu einer Basis von Kern(A)
fortsetzen. Eine solche Fortsetzung ist es +e1, e5 +e3. Wir setzen also by = e1 +eo,
bio = es + e5. Dann ist by, ..., bi cine Basis von R, und es ist

by 5 by 5 by K50 b s bs e by 50 by s b5 0 bg v 0 bip s 0.

Also
R = Zp(bs) ® Zp(bs) ® Zp(bs) ® Zp(by) ® Zp(bo) ,

und A operiert auf dieser Basis als die Matrix

OO OO OO oo oo
DO DD DD DO OO o
DO DD DD DO OO+ O
DO DD DD DO OO oo
DO oo oo+, OO o
OO o oo+ OO oo
S OO OO O OO oo
OO O OO o oo
O OO OO OO o oo
O OO OO OO o oo
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15 Die Jordansche Normalform

Definition Sei A € k ein Skalar, und n > 1. Sei A € M, (k) die Matrix mit
o A; = ) fiir jedes 1 < i < m;

o A1 =1fiirjedes1 <i¢<n-—1;

o A;; = 0 sonst.

Diese Matrix nennt man J,(\), das (n x n)-Jordan-Késtchen zum Eigenwert A.
Die Zahl n werden wir die Grdfle des Jordan-Késtchens nennen.

Hier sind einige Beispiele:

14+i 1 0 0

DU . 0 1+4+i 1 0

Js(-)=[ 0 -1 1 Ja(141) = 0 0 14i 1
00 0 0 0 1+

2= (g o) 53 =

Definition Eine Matrix A € M, (k) heiit in Jordansche Normalform, wenn es
Skalare A\1,...,\; und ganze Zahlen mq,...,mg > 1 gibt, derart, A die folgende
Blockgestalt hat, wobei leere Eintrage Null sind:

Jm1 (Al)

A= JmQ()‘Q)

I (As)

Die Skalare \; miissen nicht paarweise verschieden sein. Meistens gruppiert man
Jordan-Késtchen mit dem gleichen Eigenwert zusammen, d.h. ist A\; = A; fiir ein
7 >1,801ist \p = \; fiir alle : < ¢ < 5.

Beispiele Hier sind einige Jordansche Normalformen:

0100

8 8 (1) 8 s:2,)\1:O,)\2:7,m1:3,m2:1;

0007
2100000
0200000
0020000
0003100
0000300
0000031
000O0O0©O03



Satz 15.1 (Die Jordansche Normalform) Sei F': V — V ein triangulierba-
rer Endomorphismus eines endlich dimensionalen k-Vektorraums V. Dann

a) Es gibt eine Basis B von V' derart, dass die Matriv A = gMp(F) eine
Jordansche Normalform ist.

b) Diese Jordansche Normalform von F' ist im wesentlichen eindeutig: zwei
solche Normalformen unterscheiden sich nur in der Rethenfolge der Jordan-
Kiastchen: pro Eigenwert bleibt die Anzahl der Kistchen einer gegebenen
Grafie gleich.

Insbesondere gilt: ist k = C, so hat jeder Endomorphismus eine Jordansche Nor-
malform.

Beweis der Existenz. Ist A ein Eigenwert von F', so sei W der Hauptraum
von F' zum Eigenwert A\. Der Hauptraum ist ein invarianter Unterraum, also sei
G: W — W der Endomorphismus G = F|y — Aldy. Nach dem Fitting-Lemma
gibt es einen m > 1 derart, dass W = Kern(F — A1d)™ ist. Somit ist G nilpotent,
denn G™ = 0. Deshalb gibt es nach Lemma 14.2 eine Zerlegung

W= Za(w) ® - @ Zg(ug) .

Betrachten wir jetzt einen zyklischen Summanden Zg(u). Sei d = dim Zg(u), also
ist G4(u) = 0, und u, G(u), ..., G (u) ist eine Basis von Zg(u). Nun, fiir jedes
we Wist F(w) = (F—Md)(w)+ A w = G(w)+ A-w. Somit operiert F auf die
Basis by = G947 1(u), by = G472(u), ..., by = u als die Matrix Jyz(\). Wihlt man
diese Basis fiir jeden zyklischen Summanden von W, so ist die Matrix von F|y
in Jordansche Normalform, wobei alle Jordan-Késtchen den Eigenwert A haben.

Da F triangulierbar ist, besagt die kanonische Zerlegung (Lemma 13.5), dass
V eine direkte Summe von Hauptraumen ist. Wéhlt man fiir jeden Hauptraum W
eine Basis, die F'|y auf Jordansche Normalform bringt, so erhdlt man eine Basis
von V, die F' auf Jordansche Normalform bringt.

Zu k = C: wir haben in diesem Fall bereits gesehen, dass jeder Endomorphis-
mus triangulierbar ist. [

Beispiel Oben sahen wir, dass die Matrix

1 1 -1 0
0o -1 2 -1

A= L0 1 1 € My(R)
0 -1 1 0

die Figenwerte 0,1 hat. Eine Basis des Hauptraums zum Eigenwert 0 ist b, =
(1,—1,0,0), bs = (0,0,1,0), b3 = (1,0,0,1). Der Vektor by = (0,1,1,0) ist eine
Basis des Hauptraums zum Eigenwert 1.
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Esist A-by = by, A-by = (0,1,1,1) = by + by — by, und A - (0,1,1,1) =
0. Wechseln wir also zur Basis ¢; = (0,1,1,1), ¢o = (1,-1,0,0) = by, ¢3 =
(1,0,0,1) = b3, ¢4 = (0,1,1,0) = by. Auf dieser Basis operiert A als die Matrix

- (Jg(()O) Jl((]1)> '

Somit ist J eine Jordansche Normalform von A.

o O O O
oSO O
o O = O
_ o O O

Lemma 15.2 Sei A € M, (k) eine Jordansche Normalform eines triangulierba-
ren Endomorphismus F: V — V. Sei X\ ein Eigenwert von A. Uber die Jordan-
Kistchen in A zum FEigenwert \ gelten folgende Aussagen:

a) Die Anzahl der Jordan-Kdstchen zum Eigenwert \ stimmt mit der geome-
trischen Vielfachheit von A tiberein.

b) Die Summe der Grifien der Jordan-Kdstchen zum Eigenwert A stimmt mit
der algebraischen Vielfachheit von \ tiberein.

c) Die Grifie des grifiten Jordan-Kistchens zum Eigenwert A stimmt mit der
Vielfachheit von X als Nullstelle des Minimalpolynoms mg(X) iberein. Die-
se Zahl ist zugleich die kleinste Zahl d derart, dass Kern((F — \1d)?) der

Hauptraum zum Eigenwert \ ist.

Beweis. Die Matrix J = J,(0) bildet e, auf e,_; und e; auf 0 ab. Somit ist sie
nilpotent, es ist J"~ 1 # 0 und J" = 0. Beziiglich dieser nilpotenten Matrix ist k"
zyklisch mit Erzeuger e,. Der Nullraum von J ist eindimensional mit Basis e;.

Die Jordansche Normalform von F' entspricht eine Zerlegung von V' als eine
direkte Summe V = @;1 V; von invarianten Unterrdumen, wobei F' auf V; als
die Matrix J,,,()\;) operiert. Das Minimalpolynom der Einschrénkung F|y, ist
(X — )™

a) Der Eigenraum von F ist die direkte Summe E\(F) = @;_, E\(F|v;), denn
jeder Summand ist invariant. Der Eigenraum FE\(F|y;) ist eindimensional
falls A; = A, und nulldimensional sonst.

b) Da die Jordansche Normalform obere Dreiecksgestalt hat, ldsst sich das
charakteristische Polynom von den Diagonaleintrigen ablesen. Die Anzahl
der Diagonaleintrige, die A betragen, ist die Summe der Groéfien der Jordan-
Késtchen zu .

c¢) Fiir eine Matrix in Blockdiagonalgestalt A = (5 9) gilt f(A) = (f(f) f((jB)>

fiir jedes Polynom f. Das Minimalpolynom einer Matrix in Jordanscher Nor-
malform ist also das kleinste gemeinsame Vielfache der Minimalpolynome
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der Jordan-Késtchen, d.h. das kgV der (X — \;)™ Hieraus folgt der erste
Teil von c).

Zum zweiten Zeil: Sei V), die direkte Summe der V;, fiir die \; = A gilt. We-
gen des Minimalpolynoms von V; liegt V) im Hauptraum zum Eigenwert A.
Wegen b) stimmt V) mit dem Hauptraum iiberein, aus Dimensionsgriinden.
Da d die Dimension des grofiten Kiistchen in Vy ist, ist (F — A\1d)? die erste
Potenz, die auf V) verschwindet. [

Beispiel Man kann die Jordansche Normalform auch schneller bestimmen,
sofern man nicht eine Basis benétigt, die den Endomorphismus auf Jordansche
Normalform bringt. Angenommen, wir haben berechnet, dass p4(X) = X3(X —1)
ist fiir unsere Matrix A € M,(R), und dass beide Eigenwerte die geometrische
Vielfachheit 1 haben. Nach dem Lemma folgt sofort, dass es pro Eigenwert nur ein
Jordan-Késtchen gibt, and dass dessen Grofle mit der algebraischen Vielfachheit

0100
des Eigenwerts iibereinstimmt. Somit ist die Jordansche Normalform <88 )
00

OO
oo

Beweis der Eindeutigkeit in Satz 15.1. Induktion iiber n = dim V. Der In-
duktionsanfang ist der Fall F' diagonalisierbar, der den Fall n = 1 einbeschlief3t.
In diesem Fall stimmen geometrische und algebraische Vielfachheit iiberein, fiir je-
den Eigenwert. Nach Lemma 15.2 miissen alle Késtchen die Gréfe eins haben, und
die Anzahl der Késtchen pro Eigenwert ist die Vielfachheit des Eigenwerts. Somit
ist die Jordansche Normalform eindeutig, bis auf die Reihenfolge der Késtchen.

Induktionsschritt: Ist £’ nicht diagonalisierbar, so sei U C V' die direkte Sum-
me aller Eigenrdume. Ist A = gMp(F) eine Jordansche Normalform, so enthélt
B eine Basis des invarianten Unterraums U. Sei B = {b+U | b€ B,b¢g U}
die entsprechende Basis von V/U, und sei F' der induzierte Endomorphismus
F(v+U) = F(v)+U des V/U. Dann ist die Matrix A = zMp(F) in Jordanscher
Normalform, und zwar besteht A aus einem Kistchen J;_;()) pro Kiistchen Jg(\)
von A mit d > 2. Eine weiter Jordansche Normalform A’ von F muss laut Induk-
tionsannahme zur gleichen Jordanschen Normalform von F fithren. Also kénnen
A und A’ sich hochstens in der Anzahl der (1 x 1)-Késtchen unterscheiden. Aber
deren Anzahl lésst sich wegen Lemma 15.2 aus der algebraischen Vielfachheit des
Eigenwerts und der Anzahl und Gréflen der grofleren Késtchen ermitteln. Somit
sind A und A’ gleich, abgesehen von der Reihenfolge der Késtchen. [

Bemerkung Haben also die Matrizen A, B unterschiedliche Jordansche Nor-
malformen, so sind sie nicht dhnlich.
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16 Der Dualraum

Zur Erinnerung: L(V, W) bezeichnet den Vektorraum aller linearen Abbildungen
von V nach W.

Definition Sei V' ein k-Vektorraum. Den Vektorraum L(V, k) aller linearen
Abbildungen ¢: V' — k nennt man den Dualraum V* von V. Elemente ¢ € V*
heiflen Linearformen auf V.

Beispiel Eine Linearform auf R? ist die Abbildung ¢: R?* — R gegeben durch
¢(z,y,z) = 2z — y+ 3z. Eine weitere ist ¢, gegeben durch ¢ (z,y, z) = 4y — z. Es

ist o(1,1,1) =4 # 3 =1(1,1,1), weshalb ¥ # ¢.

Die Dimension des Dualraums

Um die Dimension des Dualraums zu bestimmen, benotigen wir das folgende
Lemma, das wir eigentlich viel frither hétten beweisen konnen.

Lemma 16.1 Seien m,n ganze Zahlen > 1. Seien V,W zwei endlich dimensio-
nalen k-Vektorrdume. Dann

a) dim M (m x n, k) = mn b) dim L(V, W) = dim(V) - dim(W).

Beweis.  a) (Vgl. Beweis von Lemma 10.1, ganz am Anfang des Semesters)
Firl <r<mund 1< s <mnsei E(r,s) die (m x n)-Matrix gegeben durch
E(r,s)i; = 605, d.h. E(r,s) hat eine 1 an der (r, s)-Stelle, und alle ande-
ren Eintrige sind Null. Die mn Matrizen dieser Art sind linear unabhéngig
(Vergleich der (r, s)-Eintrége), und wegen A =>"" >" A, E(r,s) span-
nen Sie M(m x n, k) auch auf. Somit bilden sie eine Basis.

b) Sei n = dim(V), m = dim(W). Sei B bzw. C eine Basis von V bzw.
W. Im Wintersemester zeigten wir (in Lemma 4.6), dass die Abbildung
L(V,W)— M(m x n,k), f — gM¢c(f) ein Isomorphismus ist. =

Korollar 16.2 Sei V' ein endlich dimensionaler k- Vektorraum. Dann dim V* =
dim V. Somit sind die Vektorraume V und V* isomorph.

Beweis. Es ist dimV* = dimV - dimk = dim V. Im Wintersemester zeigten
wir, dass zwei endlich dimensionale Vektorrdume isomorph sind, wenn sie die
gleiche Dimension haben (Korollar 4.4). n

Bemerkung Der Beweis von Korollar 4.4 geht so: man wihlt Basen von V' und
von V*. Diese sind gleich grof}, also kann man die eine bijektiv auf die andere
abbilden. Durch lineare Fortsetzung erhélt man so einen Isomorphismus.

Im allgemeinen Fall (d.h. fiir unendlich dimensionale Réume) hat V* gréfiere
Dimension als V.
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Das Doppeldual

Ist V' ein endlich dimensionaler k-Vektorraum, so haben V,V* die gleiche Di-
mension. Nach dem gleichen Argument haben auch V* und das Doppeldual
V** = (V*)* die gleiche Dimension. Also sind auch V,V** isomorph. Bei V,V*
musste man Basen wéhlen, um einen Isomorphismus zu erhalten. Dagegen sind
V, V** natiirlich isomorph, wie wir jetzt sehen werden. Dies bedeutet, dass man
keine Wahlen treffen muss, um den Isomorphismus angeben zu kénnen.

Alternative Schreibweise Fir v € V und ¢ € V* schreiben wir (¢, v) fiir das
Skalar ¢(v) € k. Somit erhalten wir eine Abbildung (,): V* x V — k.

Lemma 16.3 Sei V' ein endlich dimensionaler k-Vektorraum.

a) Fir festes ¢ € V* ist die Abbildung V' — k, v — (¢, v) linear.

b) Fiir festes v € V ist die Abbildung V* — k, ¢ — (¢, v) linear.

c) Ist ¢ € V* derart, dass (¢,v) =0 gilt fir jedes v € V, dann ist ¢ = 0.
d) Ist v € V derart, dass (¢p,v) =0 gilt fir jedes ¢ € V*, dann ist v = 0.
Beweis.  a) Laut Voraussetzung ist die Abbildung ¢ linear.

b) So sind Addition und Skalarmultiplikation auf V* definiert.

c¢) So ist die Nullabbildung definiert.

d) Ist v # 0, so kénnen wir v zu einer Basis by = v, by, ..., b, des V fortsetzen.
Nach dem Satz von der linearen Fortsetzung gibt es eine lineare Abbildung
¢: V — k mit ¢(b;) =1 fir jedes i. Also ¢(v) =1 # 0. n

Bemerkung Wegen a), b) sagt man, dass die Paarung (,) bilinear ist. Auf-
grund von c¢), d) heiBit diese bilineare Paarung nicht ausgeartet.

Bezeichnung Sei v ein Element des k-Vektorraums V. Sei e,: V* — k die Ab-
bildung e,(¢) = (¢, v). Nach Teil b) des Lemmas ist e, eine Linearform auf V*,
d.h. e, € V**. Die Abbildung e: V' — V** v+ e, nennt man die Auswerteabbil-
dung.

Lemma 16.4 Fir einen endlich dimensionalen k-Vektorraum V' ist die Auswer-
teabbildung e: V- — V** ein Isomorphismus.

Beweis. Wegen dim V** = dim V' reicht es zu zeigen, dass e linear ist, und
dass Kern(e) = 0 ist. Teil d) aus Lemma 16.3 besagt, dass Kern(e) = 0 ist.
Linearitét: es ist

6)\1}+;Lw(¢) = <¢a Av + ,LLIU> = /\<¢a U> + ,ugzﬁ, w)
= Aeo(9) + pew(9) = (Aew + pew) (). u
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Die Dualbasis

Definition Sei B : by,...,b, eine Basis des k-Vektorraums V. Sei 1 < 7 <
n. Nach der Satz von der linearen Fortsetzung gibt es genau eine Linearform
by : V. — k derart, dass
1 i=7y
bi(b;) = 6, =
i(bs) ! {0 sonst

gilt fiir jedes j. Man nennt b7, ..., b% die Dualbasis von V*.

Bemerkung Fiir ein beliebiges Element v = Z?:l Ajb; des V' hat man also
In der Alternativ-Bezeichnung hat man (b}, b;) = d;;.

Beispiel Oben betrachteten wir die Linearformen ¢(z,y, z) = 2z —y+ 3z und
¥(x,y,2) =4y — z auf R3. Es ist ¢ = 2e} — e} + 4e} sowie ¢ = 4e — €.

Lemma 16.5 Die Dualbasis ist tatsdchlich eine Basis des Dualraums.

Beweis. Linear unabhéngig: ist >, \;bf = 0, so ist > \;bi(b;) = 0 fiir
jedes j, und deshalb \; = 0 fiir alle j.

Erzeugendensystem: Ist ¢ € V* so ist ¢ = Y, ¢(b;)b} nach dem Satz von
der linearen Fortsetzung, denn beide Linearformen nehmen in jedem b; den Wert

¢(b;) an. "

Der Annullator

Definition SeiV ein k-Vektorraum und T' C V eine Teilmenge. Den Annulator
T° von T definiert man als

T° ={p e V*|(p,v) =0 fiir jedes v € T},
eine Teilmenge des Dualraums V*.
Lemma 16.6 Sei T eine Teilmenge des endlich dimensionalen Vektorraums V.
a) T° ist ein Unterraum von V*.
b) Ist Ty C Ty, dann Ty C T7Y.
¢) Esist T° =W?° fir W = Spann(T'), der durch T' aufgespannte Unterraum.
d) Fiir einen Unterraum W ist dim W + dim W° = dim V.
e) Fir Unterriume U, W von V gelten

U+W)y =U°nW° UNW)° =U°+W°.

39



Beweis.  a) Folgt aus der Bilinearitidt von (, ).

b)
)

d)

Ist (¢,v) = 0 fiir alle v € Ty, dann insbesondere auch fiir alle v € T}.

Zu zeigen ist T° C W°. Sei ¢ € T° und v € W. Wegen W = Spann(T’) gibt
esty,....,t, € Tund A,..., A\, € kmit v ="', N\t;. Also

1=1 i=1 i=1

Man wahle eine Basis b, ..., b, von V und setze sie zu einer Basis b1, ..., b,
von V fort. Sei (y,..., 03, die Dualbasis von V*. Wir zeigen: G,,1,..., 0,
ist eine Basis von W°. Es ist §; € W° fur i > r + 1, denn f;(b;) = 0 fiir
alle solche ¢ und fiir alle j < r. Ist umgekehrt ¢ = >"1" | N3 € W°, so ist
P(b;) = 0 fiir alle j < r: aber ¢(b;) = A;. Also ¢ =37 | \ifs.

Es ist U + W = Spann(U U W). Aus der Definition von 7° folgt, dass
(UUW)° =U°NW?e ist. Wegen c¢) folgt also (U + W)° =U°NW°.
Aus der Definition folgt U°+W° C (UNW)°. Es reicht also zu zeigen, dass
beide Unterrdume die gleiche Dimension haben. Es ist
dim(U° 4+ W°) =dimU° + dim W° — dim U° N W*
=dimU° 4+ dim W° — dim(U + W)°.

Wendet man jetzt Teil d) an, so erhdlt man

dim(U° 4+ W°) =dimV —dimU — dim W + dim(U + W)
=dimV —dim(UNW) =dim(UNW)°. =

Beispiel Sei v € R® der Vektor v = (1,1,2). Dann bilden e} — e}, 2¢} — €}

a)
b)

eine Basis des Annulators v°. Alles, was v annulliert, annulliert auch den ganzen
eindimensionalen Unterraum U = Spann(v) = {(z,y,2) |z =y, z = 2x}.

Lemma 16.7 Sei W ein Unterraum des endlich dimensionalen Vektorraums V.
Es gibt natirliche Isomorphismen

von (V/W)* nach W°; und
von V*/W*° nach W*.

Beweis. Es ist dim(V/W)* = dim W° und dim(V*/W°) = dim W*. In beiden

Féllen reicht es also, eine injektive lineare Abbildung zu konstruieren.
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a) Fiir ¢ € (V/W)* sei ¢: V — k die Abbildung ¢(v) = ¢(v + W): die
Verkniipfung von ¢ mit der kanonischen Projektion V' — V/W und somit
linear. AuBerdem ist ¢(w) = ¢(w + W) = ¢(0 + W) = 0 fiir jedes w € W.
Wir haben also eine Abbildung (V/W)* — W°, ¢ +— ¢. Diese Abbildung

ist linear:

AD+ 1 (v) = Ap(v + W) + (v + W) = (A + ) (v) -
Ist ¢ # 0, so gibt es ein v+ W mit ¢(v+W) # 0, also ¢(v) # 0, also ¢ # 0.

b) Fiir ¢p € V* setzen wir F(¢ + W°) = 9|y, die Einschrankung von 1 auf
W. Ist v + W° = ¢+ W° soist ¢ = b + x fiir ein x € W°. Wegen
x € We gilt x|w = 0 und deshalb ¢|y = ¥|w. Somit ist die Abbildung
F:V*/We° — W* 1+ W° — 1|y wohldefiniert. Sie ist auch linear: (A¢p +
w)|lw = Aplw + pplw. Ferner ist sie injektiv: denn ist |y = 0, so liegt
v in W°, weshalb ¥ +W° =0+ W°. n

Beispiel Eine Linearform auf R?, die auf e; verschwindet, ist das gleiche wie
eine Linearform auf der (y, z)-Ebene: denn ist ¢(1,0,0) = 0, dann ¢(z,y,2) =

$(y, ), wobei ¥y, 2) = H(0,  2).

Jede Linearform auf der (x, z)-Ebene lisst sich zu einer auf ganz R? fortsetzen.
Zum Beispiel lisst sich ¢(z, z) = 3x — 22 zu ¥(z,y,2) = 3x + y — 22 oder auch
zu x(z,y,2) = 3z — 4y — 2z fortsetzen. Die Differenz zwischen ¢ und x ist
(x,y, z) — by, was auf der (z, z)-Ebene verschwindet.

Duale Abbildungen

Ist ¢ € W* eine Linearform auf W und f: V — W eine lineare Abbildung, so ist
auch die Verkniipfung ¢ o f: V' — k eine lineare Abbildung, d.h. ¢ o f ist eine
Linearform auf V' und deshalb ein Element von V*.

Definition Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Die durch f*(¢) := ¢ o f
definierte Abbildung f*: W* — V* nennt man die duale Abbildung zu f.

Beispiel Sei f: R? — R? die lineare Abbildung

f(x,y) = ($+y>3x_2y>y_2$)'

Die duale Abbildung f* ist eine Abbildung von (R3)* nach (R?)*. Fiir die Linear-
form ¢(x,y,2) = z — 2y — x auf R3 wollen wir jetzt die Linearform f*(¢) auf R?
berechnen. Es ist

f(@)(x,y) = d(r+y,3v—2y,y—2x) = (y—22) —2(3r —2y) — (z+y) = 3y — 9.

Lemma 16.8 Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen endlich dimensio-
nalen Unterrdumen. Dann:
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a) Die Abbildung f*: W* — V* ist linear.

b) Sei B bzw. C eine Basis von V bzw. von W, und sei B* bzw. C* die duale
Basis des Dualraums V* bzw. W*. Ist A = pMc(f) die Matriz von f
beziiglich den Basen B,C, so ist c«Mp:(f*) = AT.

c) Identifiziert V- mit V**, so ist f** = f.

d) Es ist Kern(f*) = Bild(f)° und Bild(f*) = Kern(f)°.

Beweis.  a) Es ist

¢+ ) (v) = (A + ) (f (v)
= Apo f(v)+ppo f(v) = Af"(P)(v) + uf () (v) .
b) Sei B=1by,...,b,, s6i C =¢q,...,¢p, und sei D = Mg« (f*). Es ist

ZDzjbf = f(c;)=cjof.
i=1

Also Dij = C}k(f(bl)) = C; (ZZLI Agng) = A]z

¢) Folgt aus b), denn (AT)T = A.

d) Ist ¢ € W* ein Element aus (Bild f)°, so ist ¢(f(v)) = 0 fiir jedes v €
V und deshalb f*(¢) = 0. Somit ist (Bild f)° C Kern(f*). Nach b) gilt
dim Bild(f*) = dim Bild(f). Also

dim Kern(f*) = dim W — dim Bild(f*)
= dim W — dim Bild(f) = dim (Bild(f))° .
Ist ¢ € V* der Gestalt ¢ = f*(¢) fiir ein ¢p € W*, so ist ¢(v) = ¥(f(v)) fiir
jedes v € V. Ist f(v) =0, dann ¢(v) = 0. Also Bild(f*) C Kern(f)°. Aber
dim Bild(f*) = dim Bild(f) = dim V' — dim Kern(f) = dim Kern(f)°. n
Beispiel Im obigen Beispiel hat f: R? — R3 gilt:
1 1

Matrix von f=| 3 =2 ; Matrix von f* = L3 = :
o 1 -2 1

Da f injektiv ist (seine Matrix hat ja Rang 2), ist f* surjektiv. Die Linearform

X(z,y,2) = r+y+ 2z nimmt den Wert 143 —2 = 2 auf (1,3, —2) = f(e;). Somit

liegt x nicht in Kern(f*), denn y annuliert Bild(f) nicht. Tatséchlich ist

f 00, y) =x(x+y,3z - 2y,y — 2x) = (v +y) + 3z — 2y) + (y — 22) = 27,

d.h. f*(x) = 2e} = 2e} + Oej. Dies entspricht der Tatsache, dass

13—2.1_2 <
1 -2 1 1_018'
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17 Bilinearformen

Sei V ein endlich dimensionaler k-Vektorraum.

Grundbegriffe

Definition Eine Bilinearform auf V ist eine Abbildung b: V x V — k, die in
beiden Argumenten linear ist. Das heifit, fiir alle z, 2", 9,9’ € V', A\, u € k gelten

b(Az + pa',y) = Ab(z,y) + pb(2’,y) und
b(z, \y + py') = No(z,y) + pb(x,y') .

Eine Bilinearform heif}t

o symmetrisch, falls b(x,y) = b(y, x) gilt fiir alle z, y;

o schiefsymmetrisch, falls b(x,y) = —b(y, x) gilt fir alle z, y; und
o alternierend, falls b(x,x) = 0 gilt fiir alle .

Durch (b+¥6)(z,y) = b(z,y)+0(z,y), (Ab)(x,y) = A-b(x,y) erhélt die Menge
Bil*(V) aller Bilinearformen auf V' die Struktur eines k-Vektorraums. Die sym-
metrischen bzw. alternierenden Bilinearformen bilden einen Unterraum Sym? (V)

bzw. Alt*(V) von Bil*(V).

Beispiele Das Standardskalarprodukt auf R™ ist eine symmetrische Biline-
arform. Das Standardskalarprodukt auf C" ist keine Bilinearform, sondern eine
sogenannte Sesquilinearform, denn (z,iw) = —i(z,w).

Die Bilinearform b((z1,z2), (y1,2)) = Z1y2 + @oy1 auf k? ist symmetrisch.
Die Bilinearform b'((x1,22), (y1,y2)) = T1y2 — T2y1 auf k? ist alternierend und
schiefsymmetrisch. Fiir £ = [F, stimmen diese beiden Bilinearformen iiberein.

Korper mit 141 = 0 haben eine Sonderrolle bei Bilinearformen, wie dieses Beispiel
bereits erahnen lédsst. Haufig beschrinkt man sich auf Kérper mit 1+ 1 # 0, d.h.
mit char(k) # 2.

Definition Die Charakteristik char(k) eines Korpers k ist die kleinste Zahl
n > 1 derart, dass n = 0 in k gilt, d.h. 14+ 14 --- 4+ 1 = 0. Gibt es kein solches
—_—

n fach
n, so setzt man char(k) = 0.

Hilfssatz 2 Die Charakteristik char(k) ist entweder 0 oder eine Primzahl. Jeder
dieser Werte kommt auch vor.
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Beweis. In einem Korper ist 1 # 0, also char(k) # 1. Also char(k) > 2; oder
char(k) = 0, was z.B. fiir k = Q,R,C der Fall ist. Ist char(k) = n > 2, so muss
n eine Primzahl sein: ist n = ab mit 2 < a,b < n, dann ist ab = 0 in k, obwohl
a,b # 0, ein Widerspruch. Es ist char(IF,) = p. Insbesondere ist char(F;) =2. =

Lemma 17.1  a) Jede alternierende Bilinearform ist schiefsymmetrisch. Ist
char(k) # 2, so ist jede schiefsymmetrische Bilinearform auch alternierend.

b) Ist char(k) # 2, so ist Bil*(V) = Sym*(V) @ Alt*(V). Etwas genauer: fiir
jedes b € Bil*(V) ist b = b + b,, wobei

(b(l’, y) - b(yv l’)) )

N —

b(e,) = 5 (Be,y) + 00 2))  baly) =

mit by symmetrisch und b, alternierend.

Beweis. Ist char(k) # 2, so gilt x = —z nur fiir = 0. Ist char(k) = 2, so gilt
x = —ux fiir jedes x € k.

a) Ist b alternierend, so ist
0=0b(z+y,z+y) =bz,z+y) +blyz+y)
= b(x, x) + bz, y) + by, x) + by, y) = b(x,y) + b(y, =),

weshalb b auch schiefsymmetrisch ist. Ist b schiefsymmetrisch und char(k) #
2, so ist b(z, x) = —b(z, x) und deshalb b(z, ) = 0.

b) Es ist Bil>(V) = Sym?(V') + Alt*(V), denn offensichtlich ist b, symmetrisch
und b, alternierend. Ist b € Sym?(V') N Alt*(V), so ist b symmetrisch und
schiefsymmetrisch, also b(z,y) = b(y,x) = —b(z,y), also b(z,y) = 0, also
b=0. ]

Die Matrix einer Bilinearform

Bezeichnung Sei vy, ..., v, eine Basis von V. Die Matrix A € M, (k) gegeben
durch A;; = b(v;,v;) heifit die Matrix der Bilinearform b beziiglich der Basis
Vi, ...,0, von V.

Nun sei . = > " \vg, y = > oy f1;0;. Dann

b(x,y) = Z b(\ivs, f1v5) = Z AiAijp -

ij=1 ij=1
Also
b(z,y) =" A-pu, (17.2)
Al M1
wobei A = ( : ) bzw. p = ( : ) der Koordinatenvektor von = bzw. y beziiglich
An Hn
der Basis vy, ..., v, ist.
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Beispiel Die alternierende Bilinearform b((z1, x2), (y1,%2)) = x1y2 — T2y1 hat
Matrix (% §) beziiglich der Standardbasis des k%. Es ist

s nom) = (o 22)- () ()

Bilinearformen und der Dualraum

Lemma 17.3 Sei b eine Bilinearform auf V.

a) Durch by(x) = b(z, -) und b.(y) = b(_,y) — d.h. durch by(z)(y) = b(x,y) und
b.(y)(x) = b(z,y) — erhdlt man lineare Abbildungen by, b.: V — V*.

b) Sei A € M,(k) die Matriz von b beziglich einer Basis C: ¢y, ..., ¢, von V.
Dann ist AT die Matriz von b, und A ist die Matriz von b, beziiglich der
Basis C' von V' und der Dualbasis C*: cj,...,c;, von V*.

Beweis.  a) Esist by(x) € V*, denn wegen Bilinearitét von b ist y — b(z, y)
linear. Die Zuordnung y +— b,.(y) ist linear, denn

be(Ay + py') () = b(z, Ay + py)
= Ab(z,y) + pb(z, y') = (Ab:(y) + pb(y)) () -

b) Es ist by(c;)(cj) = A;; und b,(¢;)(¢c;) = Aj;, also

be(ei) = Ayci=> Alch
j=1

j
und b, (c;) = D5, Ajic;. =

Korollar 17.4 Fiir eine Bilinearform b auf V' sind die folgenden drei Aussagen
dquivalent.

a) Zu jedem 0 # x €V gibt es einy € V mit b(x,y) # 0.
b) Zu jedem 0 #y €V gibt es ein x € V mit b(x,y) # 0.

c) by, b.: V — V* sind Isomorphismen.
Gelten diese Aussagen, so heifst die Bilinearform b nicht ausgeartet.

Beweis. Die erste Aussage besagt, dass by injektiv ist; die zweite besagt, dass
b, injektiv ist. Da dim V' = dim V'* ist eine lineare Abbildung V' — V* genau dann
injektiv, wenn sie ein Isomorphismus ist. Da die Matrix von b, die Transponierte
der Matrix von b, ist, haben beide lineare Abbildungen den gleichen Rang, d.h.
entweder sind beide Isomorphismen, oder keine ist. [

Beispiel Die Bilinearform b((x1,x2), (y1,¥2)) ist nicht ausgeartet, denn die
Matrix (% §) hat Rang 2. Dagegen ist die Bilineaform b((z1,xs), (y1,y2)) =

T1y1 + T1Y2 + T2y1 + T2y ausgeartet, denn b((1, —1), (y1,2)) = 0 fiir alle y1, yo.
Entsprechend ist die Matrix (11) vom Rang 1 < 2.
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Symmetrische und alternierende Bilinearformen

Wir werden uns hauptsédchlich mit Bilinearformen beschéftigen, die entweder
symmetrisch oder alternierend sind.

Lemma 17.5 Ist n = dim(V), so gelten

n(n+1) n(n —1) |

dim Bil>(V) =n?  dim Sym?*(V) = 5

dim Alt*(V) =

Beweis. Sei vy, ...,v, eine Basis von V. Jede Bilinearform b € Bil>(V) hat
eine Matrix A € M, (k) beziiglich dieser Basis. Umgekehrt erhélt man aus einer
Matrix A eine Bilinearform b gegeben durch

b(ZAZ‘UZ‘,ZILLjUj> :ATAH
i J

Die Vektorraume Bil*(V) und M, (k) sind also isomorph, und dim Bil*(V') = n?.
Die Bilinearform b ist genau dann symmetrisch, wenn die zugehorige Matrix A
symmetrisch ist, d.h. AT = A. Eine Basis der symmetrischen Matrizen bilden die
w Matrizen S(r,s) fir 1 < r < s < n zusammen mit den n Matrizen E(r)
fir 1 < r < n; wobei S(r,8),s = S(r,5)s, = 1 und S(r,s);; = 0 sonst, sowie
E(r),, =1 und E(r);; = 0 sonst.
Eine Bilinearform b ist genau dann alternierend, wenn die zugehorige Matrix A

schiefsymmetrisch ist (AT = —A) und die Diagonaleintrige alle 0 sind. Eine Basis
der Matrizen dieser Art bilden die @ Matrizen A(r,s) fir 1 < r < s < n,
wobei A(r,s),s =1, A(r,s)s = —1 und A(r, s);; = 0 sonst. =

Bemerkung Hier sind einige dieser Matrizen fiir n = 3:

00 1 000 0 0 0
S(1,3)=[0 0 0 E2)=(0 1 0] 423 =[0 0 1
100 000 0 —1 0

Bezeichnung Sei b eine Bilinearform auf V|, und F: V — V ein Endomor-
phismus. Gilt b(F(x), F(y)) = b(z,y) fiir alle x,y € V, so heifit der Endomor-
phismus F' orthogonal beziiglich b.

Lemma 17.6 Sei b eine nicht ausgeartete Bilinearform auf V. Dann ist jeder
beziiglich b orthogonale Endomorphismus invertierbar, und die orthogonalen En-
domorphismen bilden eine Gruppe O(V,b), die Orthogonalgruppe der Bilinear-
form b.
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Beweis. Sei F' ein orthogonaler Endomorphismus. Fiir Invertierbarkeit reicht
es zu zeigen, dass Kern(F') = 0 ist. Sei also 0 # = € V. Da b nicht ausgeartet
ist, gibt es ein y € V mit b(z,y) # 0. Also b(F(z), F(y)) = b(x,y) # 0, weshalb
F(x) #0. Also ist F' ein Isomorphismus.

Sei w = F~'(z), v = F~(y). Dann b(u,v) = b(F(u), F(v)) = b(z,y), d.h.
b(F~Y(x), F~'(y)) = b(z,y) und F~1ist orthogonal. Auch die Verkniipfung zweier
orthogonaler Endomorphismen ist orthogonal. n

Kongruente Matrizen und den Rang einer Bilinearform

Wann gehdren zwei Matrizen zur gleichen Bilinearform? Wenn sie kongruent sind.

Definition Zwei Matrizen A, B € M, (k) heilen kongruent, wenn es eine in-
vertierbare (n x n)-Matrix S gibt derart, dass B = STAS gilt.

Lemma 17.7  a) Kongruenz ist eine Aquivalenzrelation auf M, (k).

b) Sind A, B die Matrizen einer Bilinearform b € Bil>(V) beziiglich zwei ver-
schiedener Basen, so sind A, B kongruent. Umgekehrt gilt: ist A die Matriz
von b beziiglich einer Basis, und ist B zu A kongruent, so ist B die Matriz
von b beziiglich einer zweiten Basis von V.

c) Kongruente Matrizen haben den gleichen Rang.

Beweis.  a) Transitivitit: ist B = STAS und C = RTBR, so ist C =
RTSTASR = (SR)TA(SR).

b) Ist A bzw. p der Koordinatenvektor von v bzw. w beziiglich der ersten Basis,
so gibt es eine (invertierbare) Basiswechselmatrix S derart, dass SA bzw.
S der Koordinatenvektor von v bzw. w bzgl. der zweiten Basis ist. Nach
Gleichung (17.2) ist

b(v,w) = ATAH = ATSTBSH

fiir alle v, w. Also A = STBS. Da jede invertierbare Matrix als Basiswech-
selmatrix vorkommt, gilt auch der zweite Teil.

c) Da S invertierbar ist, gilt:
Nullraum(S*BS) = {S™'-v | B-v=0}.

Dies ist isomorph zum Nullraum von B und hat somit die gleiche Dimension.
Aber Rang = n — dim Nullraum.

Korollar 17.8 Der Rang Rang(b) der Matriz einer Bilinearform b € Bil*(V)
hingt nur von b ab, nicht von der gewdhlten Basis von V. n
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Senkrechte Vektoren
Hilfssatz 3 Sei b € Bil>(V). Die Relation x L y auf V' gegeben durch

xLly falls b(z,y)=0

ist genau dann symmetrisch (v Ly < y L ), wenn b entweder symmetrisch
oder alternierend ist.

Beweis. Alternierende Formen sind schiefsymmetrisch. Ist b symmetrisch oder
schiefsymmetrisch, so ist die Relation symmetrisch. Fiir die Umkehrrichtung neh-
men wir an, dass b weder symmetrisch noch alternierend ist, und wollen zeigen,
dass = L y keine symmetrische Relation ist.

Da b nicht symmetrisch ist, gibt es r, s mit b(r, s) # b(s,r). Da b nicht alter-
nierend ist, gibt es ¢ mit b(¢,t) # 0.

Gibt es a,c mit b(a,c) # b(c,a) und b(a,a) # 0, so sind wir fertig: es ist
b(z,y)=0firz=a,y=c— Zgaazga, aber b(y,z) = b(c,a) — b(a, c) # 0.

Ist char(k) = 2, so ist b(r,s) + b(s,r) # 0, also muss b(a,a) # 0 sein fiir
mindestens ein a € {r, s,7+s}: denn ist b(r,r) = b(s, s) = 0, so ist b(r+s,r+s) =
b(r, s)+b(s,r) # 0. Fiir jedes solche a finden wir ein b € {r, s} mit b(a, c) # b(c, a),
also sind wir fertig.

Ist char(k) # 2, so ist ohne Einschrénkung b(r,r) = b(s, s) = 0, b(r,t) = b(t,r)
und b(s,t) = b(t, s), sonst wiren wir wie oben fertig. Ist b(¢,r) = 0, so setzen wir
a=t+r,c=s:dannb(a,a) = b(t,t) # 0 und b(a, c)—b(c,a) = b(r,s)—b(s,r) # 0.
Ist b(t,r) # 0, so ist b(x,y) = 0 fiir z = r, y = s — Z((Zi))t, aber b(y,z) =
b(s,r) —b(r,s) # 0. =

Von nun an also sei b € Sym?(V) U Alt*(V) eine Bilinearform, die entweder
symmetrisch oder alternierend ist, weshalb 1 y eine symmetrische Relation ist.

Bezeichnung Sei b € Sym?(V) U Alt*(V) und T C V eine Teilmenge. Dann
wird T+ C V definiert durch

T+ ={zcV |z Ly fir jedes y € T}.
Falls T = {z} aus nur einem Element besteht, schreibt man at fiir 7.
Lemma 17.9
a) T+ ist ein Unterraum von V.
b) Ist Ty C Ty, soist Ti- D T
¢) Esist T+ =W+ fir W = Spann(T).

d) b ist genau dann nicht ausgeartet, wenn V+ = 0 ist.
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Ist b nicht ausgeartet, so gelten auferdem:
e) by und b, sind Isomorphismen von T+ nach T° C V*.
f) Esist dim W + dim Wt = dim V' sowie (V) = V.
Beweis. Wegen by(x)(y) = b(z,y) folgt:
T = {a | b(x) € T} = b '(T7). (*)

Ganz allgemein gilt: ist f: V — W linear und U C W ein Unterraum, so ist auch
f~Y(U) C V ein Unterraum. Also ist T+ C V ein Unterraum. Wegen (*) und den
Eigenschaften von 7° (Lemma 16.6) folgen b) und c). Es ist

Vi ={r eV |blx,y) =0 fir alle y € V'},

also folgt d) aus der Definition von ,nicht ausgeartet®. Ist b nicht ausgeartet,
so sind by, b, Isomorphismen von V nach V* und T+ = b, 1(T°) = b Y(T°).
Allgemein gilt: ist f: V' — W ein Isomorphismus und U C W ein Unterraum,
so ist f auch ein Isomorphismus von f~1(U) nach U. Also gilt e). Der erste Teil
von f) folgt aus der Dimensionsformel fiir W°; fiir den zweiten Teil stellt man fest,
dass W C (W)1, und dass beide Unterrdume die gleiche Dimension haben. m

Beispiel Betrachten wir die nicht ausgearteten Bilinearformen b, auf R?
gegeben durch

b((z1,22), (y1,42)) = T1y1 + T2y>  (symmetrisch)
V((21,22), (y1,y2)) = 192 — x2y1  (alternierend) .

Es ist dann Beziiglich b ist (z-Achse)t = y-Achse; beziiglich b’ ist (z-Achse)t =
x-Achse.

Lemma 17.10 Ist b € Sym*(V) U Alt*(V), so ist dim V*+ = dim(V) — Rang(b).

Beweis. Es ist V+ = Kern(b,). Die Matrix von b ist gleichzeitig die Matrix
von b,.. Somit ist Rang(b,) = Rang(b). Das Ergebnis folgt aus der Dimensionsfor-
mel fiir die lineare Abbildung b,.. [

Symmetrische Bilinearformen

Satz 17.11 Sei b eine symmetrische Bilinearform auf V. Es gelte char(k) # 2.
Dann gibt es eine orthogonale Basis fiir V', d.h. eine Basis vy,...,v, derart, dass
b(vi,v;) = 0 ist fir alle j # 1.
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Beweis. Induktion iiber n = dim(V'). Den Induktionsanfang stellt der Fall
b = 0 dar, was insbesondere fiir n = 0 der Fall ist. In diesem Fall ist jede Basis
v1,...,U, von V orthogonal bzgl. b.

Fiir char(k) # 2 ist Sym*(V) N Alt>(V) = {0}. Ist also b # 0, so gibt es
ein v; € V mit b(vy,v) # 0. Mit W = vi ist also v; € W und deshalb V =
Spann(vy) @ W. Auch als Bilinearform auf W ist b symmetrisch, also gibt es nach
Induktionsannahme eine orthogonale Basis vs, ..., v, fir W. Also ist vy,...,v,
eine orthogonale Basis fiir V. n

Beispiel Betrachten wir die symmetrische Bilinearform auf R? gegeben durch
die Matrix (%%i). Es ist b(e;,e1) = 1, also diirfen wir v; = e; wihlen. Es
ist b(ey,ez) = 2 und b(eg, e3) = 0, also ist es — 2eq, e eine Basis fiir vi. Es ist
beg,e3) = —1, also diirfen wir vy = e3 wihlen. Es ist b(es, e — 2e1) = 1, also
ist ey + €3 — 2e; eine Basis fiir {v1,vo}+. Somit bilden v; = e;, vy = e3 und
v3 = ey + e3 — 2e; eine orthogonale Basis von R®. Wir mussten nicht einmal
b(vs, v3) berechnen: es ist aber

b(vs,v3) = b(eq, e2) + b(es, e3) + 4b(eq, e1) + 2b(eq, e3) — 4b(eq, e3) — 4b(eq, e2)
=3—-144+2—-4-0—8=0.
Also vy € V*. Ist dagegen w = Avy + vy +vvz € V4, soist 0 = b(w, v1) = A und

0 = b(w,vs) = —pu, also w € Spann(vs), weshalb v3 eine Basis von V=1 ist. Dies
entspricht der Tatsache, dass der Rang der Matrix 2 = 3 — 1 betragt.

Beziiglich dieser Orthogonalbasis ist ( é % §> die Matrix der Bilinearform.

Reell symmetrische Bilinearformen: der Tragheitssatz

Bezeichnung (nicht standard) Sei C': ¢y, ..., ¢, eine Orthogonalbasis des R-
Vektorraums V' beziiglich der symmetrischen Bilinearform b. Fiir jedes 1 <7 < n
gilt genau eins aus b(c;, ¢;) > 0, b(c;, ¢;) < 0, b(c;, ¢;) = 0. Setzen wir

Pos(C) = {¢; | b(¢i,¢;) > 0} a4 (b) = |[Pos(C)|  (d.h. Anzahl der Elemente)
Neg(C) = {ci | b(ei, ¢i) <0} a_(b) = [Neg(C)]
Null(C) = {¢; | b(ci, i) =0} a_(b) = |Null(C)] .

Definition Die Signatur einer reell symmetrischen Bilinearform b wird defi-
niert durch Signatur(b) = a(b) — a_(b).

Beispiel Hat b € Sym?(R*) die Matrix diag(1,0, —2,3) beziiglich der Ortho-
gonalbasis C': ¢1, ¢, ¢3, ¢4, s0 ist Pos(C') = {¢1, ¢4}, Neg(C) = {cz} und Null(C) =
{ca}. Also a4 (b) =2, a_(b) = ap(b) = 1, Rang(b) = 3 und Signatur(b) = 2—1 = 1.

Der Triigheitssatz von Sylvester Sei b € Sym*(V) eine reell symmetrische
Bilinearform.
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a) Die Zahlen ay, a_, ay sowie die Signatur von b hingen nur von b ab, und
nicht von der Wahl der Orthogonalbasis. Insbesondere ist ag(b) = dim V+
und ay(b) + a_(b) = Rang(b).

b) Jede symmetrische Matrizx A € M,(R) ist kongruent zu einer Blockmatriz

E. 0 0
der Gestalt | 0 —FE, 0], firz = % und y = 52, wobei v bzw. s der
0 0 0

Rang bzw. die Signatur der entsprechende Bilinearform ist.

c) Zwei symmetrische Matrizen A, B € M,(R) sind genau dann kongruent,
wenn die zwei zugehdrigen Bilinearformen den gleichen Rang und die glei-
che Signatur haben.

Beweis. Zuerst halten wir fest: Da ¢y, ..., ¢, eine Orthogonalbasis ist, ist
be;,v) = Aib(cs, ¢;) b(v,v) = Y Ab(ci, ;) (*)
i=1

fiir alle i und fiir alle v =377 | Ajc; € V.

Ist also b(c;, ¢;) = 0, so ist b(c;,v) = 0 fiir alle v € V und deshalb ¢; € V*.
Ist dagegen v = Z?Zl Njc; € VA soist A = 0 fiir alle ¢ mit b(c;, ¢;) # 0. Also
V+ = Spann Null(C') und ag = dim V+, woraus folgt a, +a_ = dim V —dim V+ =

Rang(b).
Angenommen D: dy,...,d, ist eine weitere Orthogonalbasis von V. Setzen
wir
V., = Spann Pos(C) V_ = Spann(Neg(C) U Null(C))
W, = Spann Pos(D) W_ = Spann(Neg(D) U Null(D)) .

Es ist also V=V, @ V. = W, @ W_. Wegen (*) ist b(v,v) > 0 fiir jedes
0# v e VL UW, sowie b(v,v) < 0 fiir jedes € V_UW_. Fiir a) ist noch zu zeigen,
dass dim W, = dim V... Ohne Einschriankung ist dim W, > dim V, und deshalb
dimW_ < dimV_. Ist dim W, > dim V., so ist dim W, +dim V_ > dim V' und
deshalb W, NV_ #£ 0. Ist aber 0 # v € W, NV_, so ist b(v,v) > 0 und b(v,v) <0,
ein Widerspruch. Also dim W, = dim V,, , und a) ist bewiesen.

Zu b): Sei b die Bilinearform auf R" mit Matrix A. Aus a) folgt x = a,(b)
und y = a_(b). Nachdem man die Reihenfolge der Elemente der Orthogonalbasis
U1, ..., v, gedndert hat, ist b(v;,v;) > 0 fir 1 <@ < x; b(vg,v;) < 0 fiir . +1 <
i <z +y; und b(v;,v;) = 0 fiir i > x + y. Ersetzt man v; durch v;/+/|b(v;, v;)]| fiir
1 <i<x+y, so hat die Matrix von b die erwiinschte Gestalt.

Zu c¢): Wegen a) miissen kongruente symmetrische Matrizen die gleiche Signa-
tur und den gleichen Rang haben. Wegen b) sind symmetrische Matrizen mit der
gleichen Signatur und dem gleichen Rang kongruent. n
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Beispiel Sei b € Sym?(R?) gegeben durch die Matrix (§ %), dann ist ey, ey
bereits eine Orthogonalbasis. Der Rang ist 2, und die Signatur ist 1 — 1 = 0.
Fiir v = (1,1) ist b(v,v) = 0, aber v # (R?)*, denn b(e;,v) = 1. Aufgrund der
Gleichungen (*) im Beweis des Trigheitssatzes kann also v keine Orthogonalbasis
von R? angehoren.

Beispiel aus der Physik In der speziellen Relitivitdatslehre beschéftigt man
sich mit einem , Skalarprodukt® auf der Raumzeit R*, das aber kein Skalarpro-

dukt ist, sondern eine symmetrische Bilinearform mit Rang 4 und Signatur 2: die

1 00 O
. 010 O
Matrix ist 001 o0
00 0 —¢

Beispiel Wir berechnen Rang, Signatur und eine Orthogonalbasis von b €
Sym*(R*) mit Matrix ( 2 999

Durch Gaufische Elimination erkennt man, dass die Matrix den Rang 4 hat,
also Rang(b) = 4. Wir konstruieren jetzt eine Orthogonalbasis vy, va, v3, v4. Es ist
b(eyq, e4) = 1, also withlen wir v; = e4. Eine Basis fiir vi ist e; — ey, €, €3 — 2e4.
Wir suchen ein vy € v1 mit b(vy, v9) # 0. Wegen

b(eg — 264, €3 — 264) = b(eg, 63) - 4b(637 64) + 4b(64, 64) =3—4-2 + 4.-1=-1

wihlen wir vy = e3 — 2e4. Bereits e; — ey, €5 bilden eine Basis fiir {v;, v2}t = {v €
vi | v L vy}. Wir diirfen nicht vz = e, withlen, denn b(ey, e5) = 0 obwohl ey & V+.

Aber v3 = e; — e4 geht schon, denn b(e; — ey, €1 — e4) = —4. Als vy diirfen wir
ein beliebiges Basiselement von {vy, ve,v3}+ = {v € {v1, v} | v L v3} nehmen.
Wegen b(ey,v3) = 2 und b(vs, v3) = —4 wihlen wir vy = 2ey + v3 = e + 265 — e4.

Dann b(v4, v4) = 4. Eine Orthogonalbasis ist also
V] = ey Vg = €3 — 2ey V3 = €] — ey v =e1+2ey —ey.

Beziiglich dieser Basis hat diese Bilinearform die Matrix diag(1, —1,—4,4). Die
Signatur betragt also 0. Beziiglich der Basis ey, %(61 +2e5—ey), 63— 2ey, %(61 —ey)
betréigt die Matrix diag(1,1,—1,—1) = (% _%, ).

Quadratische Formen

Definition Sei k ein Kérper und V' ein endlich dimensionaler k-Vektorraum.
Eine Abbildung ¢: V' — k heifit eine quadratische Form auf V', falls gelten:

a) q(\) = \%q(v) fiir alle A € k, v € V;

b) B(v,w) = q(v+w) — q(v) — ¢(w) definiert eine symmetrische Bilinearform
auf V.
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Beachten Sie, dass quadratische Formen nicht linear sind.

Beispiel q(xy1, 1) = 23 + 1179 ist eine quadratische Form auf R?; die Biline-
arform (3 ist B((z1,22), (Y1, y2)) = 22191 + T1Y2 + T2y1.

Lemma 17.12 Ist b € Sym?*(V), so definiert q(v) = b(v,v) eine quadratische
Form auf V. Ist char(k) # 2, so ist die Abbildung

Sym?(V) — {Quadratische Formen auf V'}

br—q
eine Bijektion.

Beweis. Es ist ¢(Av) = b(Av, Av) = A\2b(v,v) = A3q(v), und q(v + w) — q(v) —
q(w) = 2b(v,w), eine symmetrische Bilinearform.

Ist char(k) # 2, so gilt

1 .
b(v,w) = 5 (q(v +w) —q(v) —q(w)) (,Polarisierung®)

fiir die quadratische Form ¢ definiert durch ¢(v) = b(v,v). Genauso gilt ¢(v) =
(v, v) fiir jede quadratische Form ¢, wobei § die durch ¢ definierte Bilinearform
ist. [

Beispiel Zwei verschiedene symmetrische Bilinearformen auf (IFy)? sind
Q1(71,T2) = 1172 @21, 22) = 3 4 2125 + 75
In beiden Fillen ist die zugehorige Bilinearform 5((z1, 22), (y1,%2)) = T1y2+Z2y1.

Bemerkung Man kann also den Rang und die Signatur einer reellen qua-
dratischen Form definieren, als die entsprechenden Invarianten der assoziierten
Bilinearform.

Wie man eine quadratische Form diagonalisiert Nach einer geeigneten Basis-
wahl wird die quadratische Form q(z1, 5) = 224129 auf R? zu q(y1, v2) = yi—v3,
und zwar fiir y; = 1+ %xg, Yo = %xg. Der Rang betréigt also 2, die Signatur ist 0.

Fiir char(k) # 2 kann man jede quadratische Form diagonalisieren, d.h. in
einer Form bringen, wo nur Quadrate y? und keine gemischten Terme y;y; vor-

kommen. Vorgehensweise:
Input: Eine quadratische Form ¢ auf k.
1) Man bestimme die Matrix der Bilinearform b € Sym?(V) gegeben durch
b(v,v) = q(v), d.h. 2b(v, w) = g(v +w) — q(v) — g(w).
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2) Man finde eine Orthogonalbasis C': ¢y, ..., ¢, fir b.

3) Fiir v = Y1 yic; ist dann q(v) = Y7 b(ci, ¢;)y?. Anders gesagt: ¢ =
Z?:l b(ci7 Ci)C;Q'

4) Ist £ = R, so kann man wahlweise die Basis so dndern, dass die Matrix
von b die Diagonalblockgestalt diag(FEy, —FE,,,0) annimmt.

5) Man driickt jedes ¢ als eine Linearkombination der Standarddualbasis
el,... e aus. Ist S € M, (k) die Matrix, deren iten Spalte ¢; € k™ ist,
so ist die ite Zeile von S™! der Koordinatenvektor von ¢} beziiglich der
Basis €}, ...,e, d.h. ¢f =Y (S e

»€n j=1 j

6) Jetzt kann man das Ergebnis hinschreiben.
Begriindung fiir Schritt 5: Ist v = Y70 yie; = >0, wje;, so ist ¢f(v) = yi,
ei(v) = x;. Die Matrix § erfiillt x = S -y, also y = S~1 .z und deshalb y; =

> (ST
Beispiel Wir diagonalisieren die quadratische Form ¢ auf R?, gegeben durch:

2
q(x1, x9, T3) = 7 + 20073 — 1173 .

1 0 —3

1) Die Matrix von bist [ 0 0 1

1
-5 1 0

2) Eine Orthogonalbasis ist ¢; = ey, ¢y = e1+2e3, c3 = 2e1+ey+4es. Beziiglich

dieser Basis ist diag(1,—1,4) die Matrix der Bilinearform. Wir erkennen,

dass ¢ vom Rang 3 und Signatur 1 ist.
3) Es ist also g(y1c1 + yoco + y3c3) = y3 — y3 + 4y3.

4) Mitdy = ¢; =e1,dy = %03 =e1+ %62 + 2e3 und d3 = ¢y = e; + 2e3 erhalten
wir eine weitere Orthogonalbasis. Die Matrix ist jetzt diag(1,1,—1). Es ist
q(yrdy + yods + ysds) = yi + Y3 — y3.

5) Fiir die Basis dy, dy, d3 sind die Matrizen S, S~! gegeben durch

111 1 0 —3
S=10 3 0 S7t=10 2 0
02 2 0 -2 3
Also



6) Es ist also

1 1
q(l‘l,ZL'Q, 173) = (171 — 51)33)2 + 4(133 — (§.T3 - 2%2)2 .

Eine Kontrolle ist ratsam; sie wird hier bestanden.

Alternierende Formen

Satz 17.13 Seib € Alt*>(V) eine alternierende Bilinearform auf einem n-dimen-
sionalen Vektorraum V. Dann gibt es eine ganze Zahl 0 < r < & und eine Basis

0 E-0\ .
von V' derart, dass die Matrix von b die Blockmatriz (—Er 0 0) 15t.
0 00

Folglich ist r = %Rang(b), und b kann nur dann nicht ausgeartet sein, wenn
n=dimV eine gerade Zahl ist.

Beispiel Fir n =5 gibt es drei Félle: Die Nullmatrix (r = 0) sowie
0 1000 0O 0 100
-1 00 00 0O 0 010
0 0000 (r=1) -1 0 000 (r=2)
0 0000 0 -1 000
0 0000 0O 0 000

Beweis. Letzter Teil: Die Blockmatrix hat Rang 2r. Ist b nicht ausgeartet, so
muss der Rang n sein.

Hauptaussage: Eine andere Formulierung ist, dass es eine Basis zq,...,z,,
Yls -y Yrs 21, - - 5 Zn_2r giDt derart, dass b(z;, v;) = 1, b(y;, ;) = —1, und b(c, d) =
0 in allen anderen Féllen mit ¢, d Basiselemente. Dies zeigen wir per Induktion
iiber n. Ist b = 0, so sind wir fertig mit » = 0. Induktionsanfang: Da b alternierend
ist, ist b(v,v) = 0 fiir alle v € V', und deshalb b = 0 falls n = 0, 1.

Induktionsschritt: ist b # 0, so gibt es u,v € V mit b(u,v) # 0. Mit x; = u,
Y = mv ist also b(x1,y1) = 1. Da b schiefsymmetrisch ist, ist b(y;,z1) = —1.
Da b alternierend ist, ist sind z1,y; linear unabhéngig wegen b(z1,y;) = 1 # 0.
Sei U = Spann(xy,y;) und W = U+, also dimW =n — 2. Ist w € UNW,
so ist w = Azxy + py; und b(w, z1) = b(w,y1) = 0, also —u = A = 0. Das heifit,
UNW = {0} und V = UpU+*. Auch eingeschriinkt auf U~ ist b eine alternierende
Form, also nach Induktionsannahme gibt es eine ganze Zahl 0 < 1’ < ”T_Q und fiir

r =141 eine Basis ko, ..., T, Y2, ...  Yr, 21, - - , Zn_2r von W, die die erwiinschte

Eigenschaften hat. Somit ist x1,..., 2., y1,.--,Ypr, 21,---,2n_2, die erwiinschte

Basis von V. n
o 2 -1 3

o . . -2 0 4 . . .

Beispiel Die Matrix A = 1 -4 0 -9 ist schiefsymmetrisch, stellt
-3 -1 2 0

also eine alternierende Bilinearform b € Alt*(R*) dar. Es ist b(es,e;) = 1, al-

so wihlen wir ; = es, y1 = e; und suchen eine Basis fiir U+, wobei U =

95



Spann(ey, e3) ist. Nun, die 1. bzw. die 3. Zeile von A stellt b(ey, -) bzw. b(es, -)
dar, also ist U+ der Losungsraum des Gleichungssystems, das durch die Ma-

trix (? _24 _01 _32) gegeben wird. Somit bilden u = 8e; + 3es — 2e4 und

v = 4de; + e5 + 2e3 eine Basis von UL. Es ist

0o 2 -1 3 4 0
-2 0 4 1 1 0
b(u,v) = (8 3 0 —2) 1 -4 0 -2 5| = (8 3 0 —2) 0 ,
-3 -1 2 0 0 -9
d.h. b(u,v) = 18. Also mit
T =e€3 Y1 =¢€1
=u=28e;+3 2 _ 1 1 + L +
T2 = U =0€ €2 €4 Y2 = 18 18 €1 1862 1863
0O 0 10
. . 0 01 - .
hat b die Matrix 1 0 00 beziiglich der Basis 1, 22, Y1, 2.
0 -1 00

Hermitesche Formen

Sei V eine endlich dimensionale C-Vektorraum.

Definition Eine Abbildung b: V' x V' — C heif3t eine Sesquilinearform auf V',
falls b(x,y) linear in z und antilinear in y ist, d.h.
b(u+v,w) = blu,w) + b(v, w) b(u, v+ w) = b(u,v) + b(u, w)
b(Au,v) = Ab(u,v) b(u, \v) = \b(u, v)

gelten fiir alle w,v,w € V und alle A € C. Gilt aulerdem b(v,u) = b(u,v), so
heifit die Sesquilinearform b eine hermitesche Form auf V.

Beispiel So ist etwa b((z1, 22), (w1, wa)) = 321101 + (1 — 1) 2102 + (1 +14) 20w, —
2914 eine hermitesche Form auf C2.

Seqsuilinearformen und Matrizen Ist vy, ..., v, eine Basis von V', so kann man
einer Sesquilinearform b eine Matrix A € M,,(C) zuordnen. Fiir Bilinearformen
setzten wir A;; = b(v;,v;). Fiir Sesqulinearformen ist es aber etwas besser, wenn
man A;; = b(v;,v;) setzt. Zusammenfassend gilt fiir eine Sesquilinearform b:

A;j = b(vj,v;) U—Z/\UZ w—z,uzvz blo,w)=w? - A-v, (17.14)
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wobei man C* € M(nxm,C) definiert fiir C' € M(mxn,C) durch (CH#);; = C;.
Die Sesquilinearform b ist genau dann hermitesch, wenn A# = A gilt fiir die
Matrix A von b.

Andert man die Basis von V, so ersetzt man A durch S - AS, wobei die
Basiswechselmatrix S € M, (C) invertierbar ist. Umgekehrt stellen zwei Matrizen
die gleiche Sesquilinearform dar, wenn A’ = S# AS ist mit S invertierbar.

Lemma 17.15 Fir eine hermitesche Form b auf V' sei q: V — R die Abbildung
q(v) = b(v,v). Dann

a) Fir jedes v € V st b(v,v) € R, d.h. ¢ nimmt tatsdchlich Werte in R.
AuBerdem ist g(\v) = |\|* q(v) fiir alle X € C.

b) Es ist
q(v +w) — q(v) — g(w) =2Rb(v,w) q(v+iw) — q(v) — qliw) = 23b(v, w) .

c) Also gilt die Polarisierungsformel

b(v, w) = % (b(v + w, v+ w) — b(v,v) — b(w, w))
+ ! (b(v + iw, v + 1w) — b(v,v) — b(iw, iw)) .

N |

Folglich gilt: ist b(v,v) =0 fir alle v, dann b(v,w) = 0 fir alle v,w.
Beweis.  a) Esist b(v,v) = b(v,v) und b(Av, \v) = ANb(v, v).
b) Es ist
b(v 4+ w, v+ w) — b(v,v) — b(w,w) = b(v,w) + b(w, v)
= b(v,w) + b(v,w) = 2Rb(v, w) .

Der zweite Teil folgt, denn Rb(v, iw) = Ib(v, w).
c¢) Die Polarisierungsformel folgt aus b). [

Hermitesche Formen haben Orthogonalbasen Wegen der Bedingung b(v,u) =
b(u,v) gilt b(u,v) = 0 genau dann wenn b(v,u) = 0 gilt, also auch hier ist die
Relation u L v symmetrisch. Zusammen mit dem Lemma zeigt diese Uberlegung,
dass der Orthogonalisierungssatz fiir symmetrische Bilinearformen (Satz 17.11)
mitsamt seiner konstruktiven Beweismethode auch fiir hermitesche Formen gilt.
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Beispiel Wir konstruieren eine Orthogonalbasis fiir die hermitesche Form
(21,22), (wl,wQ)) = 321@1 + (1 - ’i)ZﬂDQ + (1 + i)ZQU_Jl — Z9W9 auf (CQ. Es ist
e1,e1) = 3, also nehmen wir v; = e;. Es ist b(e,eq) = (1 — i), also ist
e1,v) =0 fiir v = (1 4+14)e; — 3eq. Es ist

b(
b
b(
b(UQ, UQ) = (]_ + Z)(]. + i)b(@l, 61) - 3(1 + i)b(el, 62) — 3(1 + i)b(eg, 61) + 9b(627 62)
=2.3-3(1+i)(1—4)—3(1—i)(1+i)-9=6—-6—6—9=—15.

Beziiglich der Basis e, (1 +7)e; — 3e hat b also die Matrix (3 _95).

Hermitesche Formen und der Trdgheitssatz Wegen Lemma 17.15 kann man
auch fiir eine hermitesche Form eine Orthogonalbasis C': ¢y, ..., ¢, in drei Teil-
mengen Pos(C), Neg(C') und Null(C) aufteilen, mit ¢; € Pos(C) genau dann,
wenn b(c;,¢;) > 0, usw. Der Beweis des Trigheitssatzes funktioniert auch fiir
hermitesche Formen, also haben auch solche Formen eine Signatur.

Im obigen Beispiel ist der Rang 2 und die Signatur 0.

Das Hurwitz-Kriterium

Sei b eine reell symmetrische Bilinearform auf V', bzw. eine hermitische Form
auf V. Dann ist b genau dann ein Skalarprodukt (vgl. LAAG1), wenn es positiv
definit ist, d.h. b(v,v) > 0 fiir alle 0 # v € V. Dies setzt insbesondere voraus,
dass b nicht ausgeartet ist.

Satz 17.16 Sei A die Matriz von b, eine symmetrische Bilinearform auf R™ bzw.
eine hermitesche Form auf C". Genau dann ist b positiv definit, wenn det A(r)
eine reelle Zahl > 0 ist fir alle 1 < r < n, wobei A(r) die (r X r)-Matriz links
oben in A ist, d.h. A(r);; = Aij fir alle 1 <i,5 <r.

Beweis. Wir behandeln nur den hermiteschen Fall, der reell symmetrischen
Fall ist &hnlich.

Da A die Matrix einer hermiteschen Form ist, ist AT = A und deshalb
det(A) = det(AT) = det(A), d.h. det(A) ist reell. Ist A’ die Matrix von b beziiglich
einer anderen Bilinearform, so ist A’ = S” AS fiir eine invertierbare Matrix S,
also ist det A’ = det(S™) det(A) det(S) = |det S|* - det A mit det(S) # 0, d.h. fiir
alle Matrizen von b hat det(A) € R das gleiche Vorzeichen.

Angenommen b ist positiv definit. Es gibt eine Orthogonalbasis vy, . .., v,, und
es ist b(v;, v;) > 0 fiir alle @ (b ist positiv definit). Die Matrix A’ von b beziiglich
dieser Basis ist diagonal, und die Diagonaleintriage sind reelle Zahlen > 0. Also
det(A’) > 0 und deshalb det(A) > 0. Nun, fiir jedes 1 < r < n ist b auch positiv
definit als hermitesche Form auf Spann(ey, ..., e,). Also det A(r) > 0, denn A(r)
ist die Matrix von b auf Spann(ey,...,e,).

Umgekehrt nehmen wir an, dass det A(r) > 0 fiir alle 1 < r < n. Wir zei-
gen per Induktion iiber n, dass b positiv definit ist. Nach Induktionsannahme ist
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b positiv definit als eine hermitesche Form auf U = Spann(ey,...,e,_1), denn
det A(r) > 0 fiir alle r < n — 1. Ist also uy, ..., u,_; eine Orthogonalbasis von U,
so ist b(u;, u;) > 0 fiir alle 1 < ¢ <n — 1. Nach der Beweismethode des Orthogo-
nalisierungssatzes (17.11) konnen wir diese Basis von U zu einer Orthogonalbasis
U, ..., u, von V fortsetzen. Sei A" die Matrix von b beziiglich dieser Basis, dann
ist A diagonal und A}, = b(u;, u;). Wegen det(A) > 0 ist auch det(A") > 0. Da
b(ui,u;) > 0 ist fiir alle i < n — 1, muss auch b(u,, u,) > 0 sein. Da es eine Or-
thogonalbasis gibt derart, dass b(u;, u;) > 0 ist fiir alle 4, folgt es, dass b positiv
definit ist. ]

Bemerkung Besipiele sollten aus der Analysis bekannt sein.

Der adjungierte Endomorphismus

Lemma 17.17 Sei b eine nicht ausgeartete hermitesche Form auf V. Dann gibt
es zu jedem Endomorphismus F von V' genau einen Endomorphismus F* mit der
FEigenschaft, dass

b(F(v),w) = blv, F*(w))

gilt fiir alle v,w € V. Man nennt F* den zu F adjungierten Endomorphismus.

Beweis. Wie fiir eine Bilinearform gibt es eine Bijektion b,.: V' — V*, b,.: w —
b(_,w), nur diesmal ist b, antilinear, d.h. b.(Aw) = A\b,(w). Fiir festes w ist v —
b(F(v),w) eine Linearform auf V' also gibt es genau ein Element F*(w) € V' mit
b(F(v),w) = b(v, F*(w)) fiir alle v. Wegen b(F'(u), \v + pw) = b(u, F*(Av + pw))

einerseits und
b(F(u), \v + pw) = E\b(F(u), v) + ab(F(u), w)
= \b(u, F*(v)) + ab(u, F*(w)) = b(u, A\F*(v) + pF™(w))

anderseits, gilt F*(Av + pw) = AF*(v) + pF*(w) aufgrund der Eindeutigkeit
von F*(w). Also ist F™* linear. "

Bemerkung Genausso gut kann man die adjungierte Abbildung einer nicht
ausgearteten Bilinearform konstruieren. In der Quantenmechanik etwa spielen
Endomorphismen mit F* = F' eine wichtige Rolle, vgl. die selbstadjungierten
Endomorphismen aus der LAAGI.
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18 Affine Unterriume 2

Affine Rdume lernten wir im Kapitel 9 der LAAG1 kennen. Jede Gerade in R?
ist ein affiner Unterraum, aber nur die Geraden durch den Ursprung sind Unter-
vektorrdume.

Definition SeiV ein k-Vektorraum. Sei vy, . . ., v,,, Elemente von V. Ein Vektor
v € V heifit eine affine Kombination des Systems vy, ..., v, falls es Skalare
Aoy -y Am € K gibt mit v =" A, und >0 N =1

Die Ergebnisse von Kapitel 9 fassen wir jetzt zusammen.

Satz 18.1 a) Fir eine Teilmenge A C V eines k-Vektorraums V' sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

e FEsist A# (), und jede affine Kombination von Elementen aus A liegt
ebenfalls in A.

o Fs qibt einen Untervektorraum U C 'V, derart dass A die Restklasse
A=a+U ist fir ein (und deshalb fir alle) a € A.

FEin solches A nennt man einen affinen Unterraum von V. Man definiert
dim A durch dim A := dimU. Es ist U = {b—a | a,b € A}, also ist
U eindeutig durch A definiert.

b) Seien A=a+U CV und B=0b+T C W zwei affine Unterrdaume. Fir
eine Abbildung f: A — B sind folgende Aussagen dquivalent:

o f wvertrdigt sich mit affinen Kombinationen: sind ag,...,a, € A und
Aoy Am €k mat Y N =1, s0ist f (O Nai) =Yg Nif(a;).

o s gibt eine lineare Abbildung g: U — T derart, dass f(a + u) =
fla) + g(u) gilt fir allew € U.

Eine solche Abbildung nennt man eine affine Abbildung. Die Abbildung g
ist eindeutig durch f bestimmt, und es gilt f(a+ u) = f(a) + g(u) fir alle
a € A

Beweis. Teil a) folgt aus den Lemmas 9.1 und 9.2, sowie die Anmerkung nach
dem Beweis von Lemma 9.2. Teil b) ist Lemma 9.4. =

Beispiel Sei A C R? die Gerade x = —1 und B C R? die Gerade x+y = 1. Sei

f: A — B die Abbildung f(—1,y) = (3—y,y—2). Dann A = (—1,0)+Spann(es),
B = (1,0) 4+ Spann(e; — e2), und g(Aes) = —A(e; — e3).
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Bemerkung Die Eindeutigkeit von g folgt daraus, dass

gla" —d') = f(d") = f(d)
gilt fiir alle o/, a” € A.

Lemma 18.2 Sei f: A — B eine affine Abbildung, mit dim(A),dim(B) < oo.
Dann sind folgende drei Aussagen dquivalent:

a) f ist bijektiv;

b) die assoziierte lineare Abbildung g: U — T ist ein Isomorphismus;

c) es gibt eine affine Abbildung h: B — A mit ho f =1d4 und foh = 1dp.
Eine solche Abbildung f nennt man eine Affinitdt von A nach B.

Beweis. a) folgt unmittelbar aus c¢). Sei A = a + U, B = b+ T, wobei wir
b = f(a) wahlen, es ist also f(a+u) = b+g(u). Ist g(u) = g(u'), so ist fla+u) =
fla+u). Ist b+t € Bild(f), so gibt es ein u mit f(a+u) =b+1t, d.h. g(u) =t.
Folgerung: ist f bijektiv, dann auch g. Aus a) folgt also b). Gilt b), dann auch c)
mit h(b+t) = a+ g (¢). o

Beispiel Das obige Beispiel war eine Affinitdt von der Gerade x = —1 zur
Gerade x +y = 1.

Affine Unabhingigkeit

Definition Sei V' ein k-Vektorraum. Sei vy, ..., v, Elemente von V. Ein Sy-
stem vy, ..., v, von Elementen aus V heiit affin unabhingig, wenn gilt: sind
Aoy -y Am € k Skalare mit > " Nv; = 0in V ound Y " A = 0 in k, so gilt
A = 0 fur alle <.

Lemma 18.3 Fiir ein System vy, ..., v, von Elementen eines Vektorraums V
sind folgende Aussagen dquivalent:

a) Das System ist affin unabhdingig.
b) Die Vektoren vy — vg,va — Vg, ...,V — Vo sind linear unabhdngig.
Ist V =k", so kommt eine dritte dquivalente Bedingung hinzu:

c) Ist v; = (Vit, ..., V) € K™ fiir 0 < i < m, so sind die Vektoren vy, ... v}
linear unabhdingig in k"™, wobei v;F = (1,v;1,vi9, . . ., Vi)
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Beweis. Ist >0 Ai(v; — vg) = 0, s0 st D" Aw; = 0 flir \g = =D 70, A
Somit ist Y .- A = 0. Aus a) folgt also b). Ist dagegen > " \v; = 0 und
Yoo Ai =0, s0ist A\g = —> 7" A\; und deswegen

0= i)\zvl — Z)\ﬂ)o = i)\l(vl — U0> .
1=1 i=1 i=1

Gilt b), so ist A\; = 0 fiir alle ¢ > 1 und deswegen Ay = 0 auch.
Ist V' = k™, so ist ¢) eine Umformulierung von den beiden Bedingungen in a).
u

Beispiel Um festzustellen, dass die vier Vektoren vy = (1,1, 1), v; = (1,2, 3),
vg = (1,0,1) und v3 = (3,1, 1) affin unabhingig in R3 sind, reicht es nachzuweisen,
dass (0,1,2), (0,—1,0) und (2,0,0) linear unabhingig in R® sind. Man kénnte
stattdessen nachweisen, dass (1,1,1,1), (1,1,2,3), (1,1,0,1) und (1, 3,1, 1) linear
unahbingig in R?* sind.

Beispiel Drei Punkte sind affin unabhéngig, wenn sie nicht kollinear sind

sondern eine Ebene aufspannen.

Definition Ist dimV = n, so konnen hochstens n + 1 Elemente affin un-
abhéngig sein. Ein System F, ..., Py von Elementen aus V' heif3t in allgemeiner
Lage, wenn jedes Teilsystem mit hochstens n+ 1 Elementen affin unabhéngig ist.

Satz 18.4 In R™ kann man fir beliebig groffes N ein System Py, ..., Pn von
Punkten in allgemeiner Lage finden.

Bemerkung Fir n = 2 ist dies die Aussage, dass man beliebig viele Punkte
in der Ebene wihlen kann derart, dass keine drei Punkte kollinear sind.

Fiir den Beweis, benotigen wir die Formel fiir die so genannte Vandermode-
Determinante.

Lemma 18.5 Skalare x1,...,x, € k definieren eine Vandermonde-Matrix in
M, (k) mit r, s-Eintrag "', Es ist
1 1 ... 1
xl xz PR xn
det | 23 3 o B H () — i)
] 1<i<j<n
gt ! -t

Fiir n = 3 st also zum Beispiel

1 1 1
det Tr1 T2 X3 = (.%'2 — ZL’l)(Ig — $1)(ZL’3 — l’g) .
v x5 a3
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Beweis. Induktion iiber n. Induktionsanfang n = 1: det(1) = 1. Sei alson > 2.
Zieht man fiir 1 < r < n—1 das z;-fache von der rten Zeile von der (r+1)ten Zeile
ab, so betréigt diese Zeile (0 (zp — )2 " (23 — a1)2f " (z — 1) t),
die Determinante éndert sich dabei nicht. Zieht man also das z;-fache der (n —
1)ten Zeile von der nten Zeile ab, dann das z;-fache der (n — 2)ten Zeile von
der (n — 1)ten Zeile, und so weiter bis man das z;-fache der ersten Zeile von der
zweiten Zeile abzieht, so erhélt man

1 1 .. 1 1 1 - 1
T To Ty 0 Ty — 1 e T, — T
et 2 2l x| ot 0 (zo—x1)T2 -+ (20 —21)T0
bl 23 23 | T0 (v —x)2s o (w, —ap)2?
gttt gt 0 (wy—xy)ah? (1, — xp)a" 2
Laplace-Entwicklung nach der ersten Spalte:
To — T Tr3 — X1 Ty — X1
(xe —x1)xe (T3 —21)T3 -+ (TH — 21)Ty
=det | (@2—x)23 (z3—x)ad - (2 —20)7],
(22 — 212y (23 —21)ay ™ (Tn — @1)2™?
Faktor (zs — x1) aus der (s — 1)ten Spalte ausziehen (2 < s < n):
1 1 ... 1
To T3 e T
= (r9g—a)(x3 — 1) (T — 1) det R B
L a2
Dank der Induktionsannahme sind wir jetzt fertig. [

Beweis des Satzes. Es reicht, den Fall N > n zu behandeln. Wahlen wir paar-
weise verschiedene Skalare \g, ..., Ay € R, zum Beispiel A, =r. Fir 0 <r < N
sei B = (A, A2, € R und Q, = (1, A\, A3, ..., \") € R*". Nach Lem-
ma 18.5 ist jede (n+ 1)-elementige Teilmenge der ), linear unabhéngig, denn die
Vandermonde-Determinante verschwindet nicht. Nach Lemma 18.3 ist also jede
(n + 1)-elementige Teilmenge der P, affin unabhéngig. n

Anwendung: geschlossene kombinatorische Flichen Die Oberfliche eines Ku-

gels ist eine geschlossene Fléche: zweidimensional, kompakt und ohne Rand. Die
Oberflache eines Oktaeders ist eine geschlossene kombinatorische Flache. Unter
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anderem bedeutet dies, dass sie sich aus endlich vielen Dreiecken zusammensetzt,
dass an jede Kante sich zwei Dreiecke treffen, und dass der Schnitt von zwei
Dreiecke entweder eine gemeinsame Kante oder eine gemeinsame Ecke ist. In
der Computergraphik werden kombinatorische Flichen manchmal benutzt, um
Fléchen darzustellen.

Das Mobiusband verfiigt iiber nur einen Rand. Klebt man zwei Mébiusbénder
Rand am Rand zusammen, so erhilt man die sogenannte Kleinsche Flasche. Im
dreidimensionalen Raum ist bei dieser Konstruktion eine Selbstdurchdringung
unvermeidbar.

Dagegen lasst sich jede geschlossene kombinatorische Flache ohne Selbstdurch-
dringungen im R® konstruieren!. Gegeben sei also eine Konfiguration von endlich
vielen Dreiecken mit der folgenden Einschrinkung:

Der Schnitt zweier Dreiecke ist entweder leer oder eine gemeinsame
Ecke oder eine (ganze) gemeinsame Kante?.

Das heifit, uns liege eine Bauanleitung vor, wie wir N Dreiecke zusammenkleben
sollen, Kante an Kante. Wir konnen die Kantenldngen der Dreiecke uns aussu-
chen, diirfen aber die Dreiecke nicht biegen. Wir wollen zeigen, dass jedes solche
Bauanleitung sich im R® umsetzen lisst.

Zuerst studiert man die Bauanleitung, um festzustellen, wie viele Ecken das
zusammengebautes Modell haben sollte. Fiir diese Ecken wéahlt man dann Punkte
des R® in allgemeiner Lage. Betrachten wir ein Dreieck mit Eckpunkten P, Q, R.
Jeder Punkt des Dreiecks ist eine affine Kombination von P, (), R: es ist sogar

Dreieck(P,Q,R) = {\P +uQ +vR | A+ pu+v=1; \,u,v > 0}.

Schneiden sich die Dreiecke (P,Q, R) und (S,T,U), so ist jeder Schnittpunkt
eine affine Kombination von P,Q, R und von S,T,U. Da die Ecken aus einer
Menge in allgemeiner Lage in R® stammen, ist jede affine Kombination der Menge
{P,Q,R,S,T,U} auf genau einer Weise eine solche Kombination. Die Losung
dieses Gegensatzes ist, dass die beiden Dreiecke mindestens eine Ecke teilen. Jeder
Punkt im Schnitt ist dann eine affine Kombination der gemeinsamen Ecken. Sind
alle Ecken gemeinsame Ecken, so sind die beiden Dreiecke gleich. Sind zwei Ecken
gemeinsam, so ist die Schnittmenge die Kante zwischen diesen beiden Ecken. Ist
nur eine Ecke gemeinsam, so besteht der Schnitt lediglich aus dieser einen Ecke.

1Und sogar auch im R*, was wir allerdings noch nicht zeigen kénnen.
2Diese Bedingung lisst jede geschlossene kombinatorische Fliche zu, und auch einiges mehr.
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19 Affine Quadriken
In diesem Kapitel ist k stets ein Korper der Charakteristik # 2.

Beispiel Die Kurven y = 22 und xy = 1 im R? sowie die Fliche 22 + ¢? = 22
im R? sind Beispielen von Quadriken.

Definition Sei q eine quadratische Form auf k", sei ¢ € (k")* eine Linearform
auf k", und sei ¢ € k ein Skalar. Ist ¢ # 0, so heiffit die Losungsmenge

Q:={vek"|q0v)+ o) +c=0}
eine (affine) Quadrik in k™.

Beispiel Die Parabel x? —y = 0 ist eine Quadrik: es ist q(z,y) = 22, ¢(z,y) =
—y und ¢ = 0. Auch die Hyperbel zy — 1 = 0 ist eine Quadrik mit ¢(z,y) = zy,
¢(r,y) =0und ¢ = —1.

Lemma 19.1 Ist Q C k" eine Quadrik und f: k™ — k™ eine Affinitdt, so ist
auch das Bild f(Q) eine Quadrik.

Um dieses Lemma zu zeigen, fithren wir eine Bezeichnung ein, die es uns erlaubt,
affine Abbildungen und Quadriken jeweils durch eine Matrix darzustellen.

Bezeichnung Sei v = (vy,...,v,) ein Vektor aus k™. Wir werden mit v" den
Vektor v/ = (1,vy,...,v,) des k"™ bezeichnen. Also v/ = (v, ...,v,) mit vj =1

und v, = v, fiir » > 1. Auch bei Matrizen, die auf v’ operieren, werden wir die
Eintrage ab 0 nummerieren.

Lemma 19.2  a) Zu jeder affinen Abbildung f: k™ — k™ gibt es eine Matriz
C € M,.1(k) mit Coo = 1 und Co = 0 fiir alle r > 1 derart, dass f(v) =
C - gilt fiir jedes v € k™. Zusatz: Ist f(v) =b+ S -v, soist C=(}9).

b) Zu jeder Quadrik Q@ C k™ gibt es eine symmetrische Matriz A € M, 1 (k)
derart, dass
Q={vek" v AV =0}

AOO AOl AOn
Ao

gilt. Umgekehrt gilt: ist A = eine symmetrische

: B

AnO
Matriz derart, dass B # 0 € M, (k) ist, so ist Q = {v € k" | v'T- A-v' = 0}
eine Quadrik in k™.

Beweis.  a) Der Zusatz ist der Beweis.
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b) Sei B # 0 die Matrix der quadratischen Form ¢. Sei a = ( : ) der Vektor

an

CCLT

gegeben durch ¢(v) = > | 2a;v;. Dann mit A = (a B) gilt Q@ = {v €
k" | o'" - Ao = 0}. Fiir die Umkehrung definiert man ¢ durch B usw.,
statt umgekehrt. n

Beweis von Lemma 19.1. Die Matrix C' = (} %) einer affinen Abbildung ist
genau dann invertierbar, wenn S invertierbar ist, d.h. wenn es sich um eine Affi-

T
nitédt handelt. Sei nun C' = (} %) die Matrix der Affinitédt f~*, und A =

c a
a B
die definierende Matrix fiir Q. Es ist v € f(Q) genau dann, wenn f~1(v) € Q ist.
Das heifit, wenn w' Aw’ = 0 gilt fiir w’ = Cv'. Das heifit, wenn v'"CTACv' = 0
gilt. Es reicht also zu zeigen, dass die Matrix CT AC' eine Quadrik definiert. Diese
Matrix ist symmetrisch, und es ist

T~ (1 VTN (e a"\ (1 0\ (7 ?
CAC_(OST o B)\b )=\ s7Bs)"
Da S invertierbar und B # 0 ist, ist auch STBS # 0. Somit definiert C7 AC' eine
Quadrik. [

Bewegungen

Definition Im Fall eines euklidischen Raums® V' nennt man eine Affinitét
f:V — V eine Bewegung von V, wenn der assoziierte Endomorphismus ¢g: V' —
V' orthogonal ist.

Fiir R™ mit dem Standardskalarprodukt bedeutet dies, dass die Bewegungen
genau die Affinitédten der Art f(v) =b+ S -v mit S € O(n) sind, d.h. ST S5 =
S.ST=E,.

Bemerkung Die Bewegungen sind genau die Affinitéten, die abstandstreu sind,
d.h. die alle Absténde zwischen Punkte erhalten. Man iiberlegt, dass die Bewe-
gungen eine Gruppe bilden.

Beispiel Eine Bewegung des R? ist f(z,y) = (1+ \%x — \%y, \/Lﬁx + \/Liy —2),

mit b= (1) undS:%(%f).

Lemma 19.3 ,Bewegungen und Streckungen ergeben alle Affinitéiten*

Sei A € M,(R) eine invertierbare Matriz. Dann gibt es eine Diagonalmatriz
D € M,(R) und zwei orthogonale Matrizen S, T € O(n) derart, dass A = SDT
qgilt.

3Das heifit ein (endlich dimensionaler) reeller Vektorraum mit Skalarprodukt, vgl. LAAG1
Kapitel 8.

66



Beweis. Die Matrix AT - A ist reell symmetrisch, daher gibt es nach der Haupt-
achsentransformation (Satz 8.7) eine orthogonale Matrix B € O(n) derart, dass
BT AT AB eine Diagonalmatrix ist:

BTATAB = diag(\1, ..., \n).

Nun ist AT A positiv definit, denn fiir jedes 0 # v € R" ist Av # 0 und des-
halb vTATAv = (Av, Av) > 0. Somit ist \; > 0 fiir jedes 7. Sei also D =
diag(v A1, VA2, ...,V ). Dann BTATAB = D? und D ist symmetrisch und
invertierbar. Also (ABD ') (ABD™') = D" 'BTATABD™' = E,,, weshalb S :=
ABD™! orthogonal ist. Mit T'= B~! ist A = SDT. ]

Hauptachsentransformation fiir affine Quadriken

Beispiel Wechselt man zum Koordinatensystem z’;13' gegeben durch x’ =
, Y = %2, so wird die Hyperbel zy = 1 jetzt durch die Gleichung 2 — y”? =

1 definiert. Dies ist ein Beispiel der sog. Hauptachsentransformation fiir affine
Quadriken.

T+y
2

Satz 19.4 ) SeiQ = {v € k" | qg(v)+¢(v)+c = 0} eine Quadrik in k™. Dann
gibt es eine Affinitat f: k™ — k™, derart, dass die definierende Gleichung
q(f7t () + o(f7'(v)) + ¢ = 0 der Quadrik f(Q) eine der folgenden drei

Standardformen annimmt:
® )\11‘% + /\2?[)% —+ -4 )\mx%—b = 0,'
® )\1:1,’% -+ AQI% + -+ /\m.]}'?n + 2$m+1 = 0,'
o Mz 4+ Xoxd+ -+ N\ +7=0.

In allen Fillen ist m > 1 und Ay, ..., Ay, # 0. Im letzten Fall ist v # 0. Im
zweiten Fall ist m < n — 1, sonst ist m < n.

b) Welche Standardform angenommen wird, wird durch die definierende Glei-
chung von @) eindeutig bestimmt, ebenso den Wert von m.

c) Im Fall k = R kann man verlangen, dass die Affinitit eine Bewegung ist.
Allerdings nimmt dann die zweite Standardform die Gestalt \;x3 + \ox3 +
coe A Az + 29241 = 0 an, mit vy # 0.

d) Ldisst man dagegen im Fall k = R jede Affinitit zu, so kann man sicher-
stellen, dass \; = 1 1ust.

Bemerkung Es wird nicht behauptet, dass die definierende Gleichung eindeu-
tig durch die Quadrik definiert wird. Multipliziert man die Gleichung mit einer
invertierbaren Skalar, so bleibt die Quadrik offensichtlich gleich. Im R? definieren
die Gleichungen 27 4+ 3 = 0 und 2% 4+ 23 + 1 = 0 die gleiche, leere Quadrik.
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Beweis.a), ¢) Sei A = (¢ ) € M,41(k) die Matrix, die die definierende

a B
Gleichung von @ darstellt. Die Matrix B € M, (k) ist symmetrisch. Nach

dem Orthogonalisierungssatz 17.11 fiir symmetrische Bilinearformen gibt
es eine invertierbare Matrix S € M, (k) derart, dass die Matrix D = STBS
Diagonalgestalt hat. Nach der Hauptachsentransformation (Satz 8.7) kann
man im euklidischen Fall eine solche Matrix S € SO(n) finden. Wie im
Beweis von Lemma 19.1 folgt es, dass die Affinitdt bzw. Bewegung f; mit
Matrix (1 %)™ die Matrix Ain (1%)"-A-(39) = (1 ?) sindert. Das heifit,
die definierende Gleichung von f(Q) ist der Gestalt

zm:)\ix? +zn:2ajxj +c=0
i=1 j=1

fir 1 < m < mnund \; # 0 fiir alle 7. Indem man jetzt fir 1 <i <m

neu __ xalt o ﬁ

T
% )
Ai

setzt — was eine Affinitdt bzw. Bewegung der Art fo(v) = b4+v = b+
E,, - v, eine sogenannte Verschiebung, entspricht —, erreicht die definierende
Gleichung die Gestalt

zm:)\ix?—k Zn: 2ajv; +c=0.
i=1

j=m+1

Ist a; = 0 fiir alle m+1 < j < n, haben wir die 1. bzw. die 3. Standardform
erreicht, jenachdem ob ¢ = 0 oder ¢ # 0. Sind die a; nicht alle 0, so kann
man durch einen Variablenwechsel erreichen, dass

n

c

neu __ .alt e

Tppy1 = E a;x; +2
j=m+1

ist, und erhélt somit die 2. Standardform. Im euklidischen Fall muss man
die rechte Seite dieser Gleichung durch /a2, ,; + - -+ + a2 teilen und erhélt
somit die gednderte 2. Standardform, da orthogonale Endomorphismen die
Lénge eines Vektors nicht d&ndern.

Die Matrix A = (g ag ) stellt die definierende Gleichung dar. Affinitdten
dndern weder den Rang von A noch — wie man aus dem Beweis von Lem-
ma 19.2 b) erkennt — den Rang von B. Bei der ersten Standardform ist
Rang(A) = Rang(B) = m. Bei der zweiten ist Rang(B) = m, Rang(A) =
m + 2; und bei der dritten ist Rang(B) = m, Rang(A) =m+ 1. Firn =4
ist z.B. die Matrix der Standardform x? — 2z3 + 522 + 224 = 0 gegeben
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durch

00 0 01 1 0 00
01 0 00 0 0o
A=1]0o0 =20 0 B= :

0O 0 5 0

00 0 5 0 00 00

1 0 0 0O

es ist Rang(A) = 5, Rang(B) = 3 = m.
d) Man ersetzt x; durch ﬁxl fiir i < m. n

Beispiel Wir betrachten die Quadrik @Q C R* gegeben durch

xf — 21% +a:§ + xi 4 22123 — 2x104 — 20374 + 421 + 229 + 2234+ 1 =0.

Es ist hier
1 2 1 1 0
21 0 1 -1 ,
A=1]1 0 =2 0 0 —(C ‘;3)
1 1 0 1 -1 @
0 -1 0 -1 1
fir
9 1 0 1 -1
1 0 -2 0 0
c=1 “= 11 B=11 o 1 -1
0 1 0 -1 1

Zuniichst diagonalisieren wir den quadratischen Teil % — 223 + 22 + 22 + 27,23 —
2wy — 2x324. Mit Y1 = 21 + 23 — 24 it

o] — 225 + 15 + 25 + 2313 — 23134 — 22374 = Y; — 275
Wegen x1 = y; — x5 + 4 lautet die definierende Gleichung also
yf—2x§+4y1+2x2—2x3+4134+1:0.

Setzen wir also 21 = y; + 2, 22 = @y — 3, $0 ist 2§ — 225 — 223 + 4wy — 3 = 0.
Setzen wir jetzt z3 = —x3 + 2x4 — 2, s0 ist 2§ — 223 + 223 = 0.
Das heift, die definierende Gleichung ist 27 — 223 + 223 = 0 (2. Standardform)

fﬁrzlzx1+x3—x4+2,222352—%, 23:2334—:1:3—§undz4:$4.
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Fortsetzung des Beispiels Weiterhin sei Q C R* die Quadrik gegeben durch
x% — 2x§ + xg + xi 4+ 2x103 — 20104 — 22324 + 421 + 225+ 223+ 1 =0.
Sei Q; C R* die Standardform-Quadrik
Q1 = {(x1, 72,73, 74) € R* | 27 — 223 + 2253 = 0} .

Wir haben gesehen, dass nach dem Variablenwechsel

1 5
2 =T+ 23— Ty + 2 =275 23=2m4—x3—1 24 = T4
die definierende Gleichung von @ die Gestalt z? — 222 + 2z3 = 0 annimmt. Es
muss also eine Affinitit f: R* — R* geben mit f(Q) = Q. Diese Affinitiit f ist
bereits in dem Variablenwechsel enthalten, es ist

1 5
f($1,$2,9537$4)=($1+513'3—9€4+2,332—5721'4—953—1,374)
p 10 1 -1\ [/
—1 01 0 0 To
_ 2
21 o0 -1 2 | | o
0 0O 0 0 1 Ty

Kontrolle: Sei A bzw. A; bzw. C' € M5(R) die (erweiterte) Matrix von @ bzw.
@1 bzw. f. Es ist also

1 2 1 1 0 00 0 10
2 1 0 1 -1 01 0 00
A=[1 0 -2 0 o0 A;=[00 =200
1 1 0 1 -1 10 0 00
0 -1 0 -1 1 00 0 00
1 00 0 0
2 10 1 -1
C=]-301 0 0
200 -1 2
000 0 1

Nach dem Beweis von Lemma 19.1 ist A; die Matrix von f(Q), wenn A; =

(CHTAC? gilt, d.h. wenn A = CTA,C gilt. Es empfiehlt sich daher nachzure-
chenen, dass A = CT A,C tatsichlich gilt. Ich habe es nachgerechnet, es stimmt
auch.
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20 Projektive Raume: Eine kurze Einfiihrung
Dieses Kapitel ist unvollstindig, aufferdem fehlen die Bilder.

In der Ebene R? gelten die folgenden Aussagen:

A) Sind P, # P, zwei Punkte, so gibt es genau eine Gerade L, die beide Punkte
enthélt.

B) Sind L; # Ly zwei Geraden, dann entweder gibt es genau einen Punkt P,
der auf beiden Geraden liegt, oder die Geraden sind parallel.

Es wire interessant, wenn man die Fallunterscheidung in B) vermeiden konnte.
Dann hitte man folgende Aussage, die leider aber fiir die Ebene R? falsch ist:

B’) Sind Ly # Ly zwei Geraden, so gibt es genau einen Punkt P, der auf beiden
Geraden liegt.

Die projektive Ebene RP? = P,(R) = P(R®) entsteht, wenn man der Ebene
zusitzliche, junendlich weite“ Punkte hinzufiigt, damit A) und B’) gleichzeitig
gelten.

Eine schnurgerade Strafle auf flaches Land Ich stehe mitten auf einer
unendlich lange Strafe, die schnurgerade iiber eine Flache Ebene lauft. Die beiden
Rénder der Strafle sind parallele Geraden und treffen sich somit nie. Trotzdem
sehe ich, wenn ich Richtung Horizont schaue, zwei Geraden, die sich immer weiter
anndhern und schliellich sich doch unendlich weit weg zu treffen scheinen. Wenn
ich mich umdrehe und in der anderen Richtung den Stralenverlauf anschaue, so
sehe ich das gleiche.

Konsequent ausgelegt bedeutet B’), dass diese beiden imaginédren, unendlich
weiten Punkten zu den Punkten gehoren, die man der Ebene hinzufiigen muss,
um die projektive Ebene zu erhalten. Genauer genommen, stellen diese beiden
unendlich weiten Punkte den gleichen Punkt der projektiven Ebene dar.

Bemerkung Um selber den topologischen Typ der projektiven Ebene zu ba-
steln, nimmt man eine Scheibe und klebt fiir jeden Randpunkt P die Punkte
P, P’ zusammen, wobei P’ der gegeniiberliegende Randpunkt ist?. Dies ist leider
nicht im R?® ohne Selbstdurchdringungen machbar, geht aber schon im R® — vgl.
Kapitel 18.

4Bei einer Scheibe mit Radius 7 wird also fiir jeden Winkel 6 die beiden Punkten (r,6)
und (r,0 + ) miteinander identifiziert (Polarkoordinaten). So werden etwa Nord und Sid
miteinander identifiziert, auch werden Ost und West miteinander identifiziert.

Vorsicht: Die Randpunkte werden nur paarweise miteinander identifiziert; zum Beispiel sind
NordSiid und OstWest zwei verschiedene Punkte des P2 (R).
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Ein anderes Modell Wir stellen uns die Ebene als die Ebene z = 1 im R? vor.
Fiir jeden Punkt P dieser Ebene gibt es genau eine Gerade Lp im R3, die den
Ursprung des R* und den Punkt P enthilt. AuBerdem ist Lp = Lg nur dann,
wenn P = () ist. Da der Ursprung in Lp enthalten ist, ist Lp ein eindimensionaler
Untervektorraum des R3.

Wir haben also die Ebene z = 1 mit einer Teilmenge der Menge aller ein-
dimensionalen Untervektorrdumen des R? identifiziert: fiir ein Punkt P ist Lp
der Unterraum, der P als eine Basis hat; und ist L ein Unterraum, so ist Py, der
Schnittpunkt von L mit der Ebene z = 1.

Allerdings gibt es diesen Schnittpunkt fiir manche Unterrdume nicht: dies sind
die Unterrdume, die in der Ebene z = 0 liegen. Diese Unterrdume entsprechen
Richtungen, die es auf der Ebene z = 1 gibt. Zwei parallele Geraden in der
Ebene z = 1 haben die gleiche Richtung. Es liegt nahe, den eindimensionalen
Unterraum, der dieser gemeinsamen Richtung entspricht, zum unendlich weiten
Schnittpunkt dieser beiden Geraden zu erkléren.

Definition Sei V ein k-Vektorraum. Der projektive Raum P(V') auf V' wird
definiert durch

P(V)={U CV | U ist ein eindimensionaler Untervektorraum} .

Insbesondere setzt man P,(k) = P(k™*!). Man schreibt dim P(V) = dim(V) — 1,
also dim P, (k) = n.

Homogene Koordinaten auf projektiver Raum

Der projektive Raum P(V') ist die Menge aller eindimensionalen Unterrdume
von V. Jeder solche Unterraum hat eine Basis, die aus einem Vektor v # 0
besteht. Umgekehrt ist jedes 0 # v € V' Basis eines eindimensionalen Unterraums;
und v,w € W sind Basen des gleichen Unterraums genau dann, wenn es ein
(zwangsweise invertierbares) A € k gibt mit w = \v. Eine solche Aquivalenzklasse
[v] von Vektoren entspricht also ein Element des P(V'), und auch umgekehrt. Es
ist also

PV)={[v]|0#£veV, und v] = [w] & INEk w=Iv}.

Bezeichnung Fiir v = (29,21, ..., 2,) € k™ mit z; nicht alle = 0 bezeichnen
wir das Element [v] des P, (k) mit (xg: 2y :...: x,). Es ist also
P,(k)={(xo:21:...:2,) | z; € k, nicht alle = 0},
und (xo: @yt ... xp) = (Yo : Y1 : ... Yn) genau dann, wenn es ein A € k gibt
derart, dass y; = Ax; gilt fiir alle 7.
Vorsicht: (0:0:...:0) gibt es nicht!
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Beispiel In Po(R)ist (1:2:—1)=(-2:—-4:2)#(1:0:—1).

Bemerkung Die Abbildung R?* — P»(R), (x,y) — (1 : x : y) ist injektiv,
sie bettet die Ebene in der projektiven Ebene ein, und zwar als der sogenannte
yaffine Teil“ xy # 0. Das Komplement des Bildes ist die ,,unendlich weite Gerade“
zg = 0. Es ist

PR ={1:2:y) |2,y c R} {(0:1:2) |z€R}¥{(0:0:1)}.
Lemma 20.1 In P,(R) und in P,(C) hat jede Folge eine konvergente Teilfolge.
Beweis. Sei k = R oder k = C. Fiir 0 < r < n setzen wir
Ar={(xog:21:...:2,) € Po(k) | |2,] = max(|zo|, ..., |za])}-

Dann P, (k) = AgU A U---UA,. Sei B C k" die Menge B = {(z1,...,2,) |
|z;| <1 fiir jedes i}. Dann ist B beschrankt und abgeschlossen, also hat jede
Folge in B eine konvergente Teilfolge. Aber jedes A, ist eine Kopie von B: es
ist

Ar={(x1:...ixp s iy oo i xy) | (2, .., 2p) € B}

wobei die 1 an der rten Stelle vorkommt (gezdhlt ab der Oten Stelle).

Also: jede Folge in P,(k) hat mindestens eine Teilfolge, die in einer der n + 1
Mengen A, liegt. Aber jede Folge in A, hat eine konvergente Teilfolge, denn A,
ist eine Kopie von B. [

Lineare Unterraume

Definition Ist W C V ein Untervektorraum, so ist P(W) eine Teilmenge von
P(V). Eine solche Teilmenge nennt man einen linearen Unterraum des P(V'). Es
ist dim P(W) = dim W — 1. Ist W eindimensional, so besteht P(WW') aus einem
Punkt des P(V). Ist W zweidimensional, so heift P(W) eine Gerade in P(V).
Ist dim(WW) = dim(V') — 1, so heifit P(V') eine Hyperebene in P(V).

Lemma 20.2  a) Sind P, # P, zwei Punkte des P(V'), so gibt es genau eine
Gerade L in P(V'), die Py und Py enthdlt.

b) Sind Ly # Lo zwei Geraden der projektiven Ebene Py(k), so besteht deren
Schnittmenge aus einem Punkt P.

Beweis.  a) Sei P; = [v;] fir i = 1,2. Wegen P; # P sind vy, vs linear
unabhéngig. Der Untervektorraum W = Spann(vy,vq) ist also zweidimen-
sional, somit ist P(W) eine Gerade, die Ly, Ly enthélt. Ist P(U) ein weiterer
linearer Unterraum, der P;, P, enthélt, so liegen vy, v und deshalb auch W
in U. Also entweder U = W und P(U) = P(W), oder U 2 W und P(U)
ist keine Gerade.
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b) Sei L; = P(W;), i = 1,2. Diese Untervektorraume Wy, W5 sind zweidimen-
sional und liegen in k3. Wegen L, # Lo ist W, # W,. Also ist W+ W, = k3.
Nach der Dimensionsformel folgt dim U = 1 fiir U = WiNWa. Also ist P(U)
ein Punkt, der auf beiden Geraden liegt. Ist umgekehrt [v] ein Schnittpunkt,
soist v € Wy und v € Wy, also v € U = Wy N Wy, also ist [v] der Punkt
PU). [

Klassifikation der Geraden in der projektiven Ebene
Sei L = P(W) eine Gerade in der projektiven Ebene ...
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21 Zwei Anwendungen

Dieses Kapitel ist unvollstindig, auflerdem fehlen die Bilder.

21.1 Die Dreifarbungszahl in der Knotentheorie

Voriiberlegung In dem Koérper F3 mit drei Elementen 0, 1, —1 ist der Losungs-
raum der Gleichung x+y+2 = 0 zweidimensional; eine Basis stellen die Losungen
(r,9,2) = (1,1,1) und (z,y,2) = (0,1, —1) dar®. Der Lésungsraum enthilt ins-
gesamt neun Elemente.

Hier ist eine andere Beschreibung des Losungsraums: es ist z +y + 2 = 0
genau dann, wenn entweder x = y = z gilt (3 Losungen), oder z,y, z paarweise
verschieden sind (6 Losungen).

Jeder Knoten in einem Stiick Schnur lésst sich aufpicken, indem man ein Ende
rauszieht. Halt man dagegen beide Enden fest, so lédsst sich ein echter Knoten
nicht 16sen. Das gleiche Effekt erreicht man, indem man beide Enden der Schnur
zusammen bindet. Dagegen lasst sich ein Knoten mit Schleife — wie etwa in mei-
nem Schniirsenkel — auch dann lésen, wenn beide Enden zusammengebunden
sind.

Wie soll man entscheiden, ob ein Knoten echt verknotet ist? Zwei Knoten (mit
Enden zusammengebunden) gelten als dquivalent, wenn man den einen durch
zupfen, zerren usw. in den anderen iiberfiihren kann. Ein Knoten ist dann echt
verknotet, wenn er nicht zu einem unverknoteten Stiick Schnur dquivalent ist.

Aquivalenz von Knoten ist eine Aquivalenzrelation. Sind zwei Knoten fquiva-
lent, so findet man meistens durch ausprobieren einen Weg, den einen in den an-
deren zu iiberfiithren. Nichtaquivalenz ist schwieriger nachzuweisen: auch wenn ich
es nicht schaffe, eine Umformung zu finden, vielleicht schafft es ein Einstein oder
ein Houdini schon. Um wasserdichte Nichtdquivalenz-Beweise fiihren zu kénnen,
benutzt man sogenannte Invarianten. Eine der zuginglichsten Knoteninvarianten
ist die [Dreifdrbungszahl.

Um mit Knoten zu rechnen, bildet man die auf der Ebene ab, vermerkt aber
bei jeder Kreuzung, welcher Teil der Schnur oben und welcher Teil unten liegt.
So erhilt man ein Knotendiagramm, die aus Kreuzungen und Bogen besteht: ein
Bogen ist der Teil der Schnur zwischen zwei Unterkreuzungen. An jeder Kreuzung
treffen sich drei Bogen.

Was passiert, wenn ich durch zupfen, zerren usw. ein Knotendiagramm in
ein dquivalentes iiberfithre? K. Reidemeister zeigte, dass jede solche Uberfiithrung
sich als eine lange Kette von Einzelschritten zerlegen ldsst, wobei nur drei Arten
von Einzelschritten benutzt werden: die drei Reidemeister-Ziige.

Eine Auswirkung von Reidemeisters Ergebnis lautet so: ordne ich jedem Kno-
tendiagramm eine Zahl zu, und zwar so, dass die drei Reidemeister-Ziige die

°In FF3 gilt 1+ 1 = —1 und deshalb auch 1+ 1+ 1 = 0.
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Zahl unverandert lassen, so ist die Zahl eine Knoten-Invariante, d.h. &quivalente
Knotendiagramme haben immer die gleiche Zahl. Folgerung: habe ich zwei Kno-
tendiagramme mit unterschiedlichen Zahlen, so sind die entsprechenden Knoten
nicht dquivalent.

Definition der Dreifirbungszahl Malt man jeden Bogen eines Knotendia-
gramms in einer der drei Farben rot, blau oder griin an, so liegt eine Dreifirbung
des Diagramms vor. Die Dreifarbung ist zuldssig, wenn an jeder Kreuzung gilt:

Entweder haben alle drei Bogen die gleiche Farbe, oder jede der drei
Farben kommt einmal vor.

Die Dreifirbungszahl ist die Anzahl der zulédssigen Dreifarbungen.

Als Lineare Algebra aufgefasst Wir wihlen eine Bijektion zwischen F3 und
der Menge der drei Farben rot, griin, blau. Jeder Bogen stellt ein unbekanntes
Element des [F3 dar, jede Kreuzung stellt eine Gleichung dar: sind z, y, z, die Unbe-
kannten, die die drei Bogen an der Kreuzung entsprechen, so lautet die Gleichung
r+y+ z =0, vgl. Voriiberlegung oben. Die Menge der zuléssigen Dreifarbun-
gen ist der Losungsraum des Gleichungssystem; dies ist ein F3-Vektorraum, die
Dreifirbungszahl ist also eine Potenz von 3.

Invarianz der Dreifarbungszahl Der Lineare-Algebra-Zugang hilft, einen
kurzen Beweis dafiir zu geben, dass die Reidemeister-Ziige die Anzahl der Losun-
gen nicht &ndern. Somit ist die Dreifarbungszahl eine Invariante.

Beispiel Der Kleeblattknoten: Drei Bogen, drei Kreuzungen, an jeder Kreu-
zung treffen sich alle drei Bogen. Das Gleichungssystem ist also dreimal x+y+2z =
0, der Losungsraum hat neun Elemente. Ein unverknotetes Stiick Schnur hat
einen Bogen und keine Kreuzungen, die Dreifarbungszahl ist also drei. Da die
Dreifarbungszahlen unterschiedlich sind, ist der Knoten wirklich verknotet.

Bemerkung Die Dreifarbungszahl erkennt nicht, dass der Achterknoten und
der Palstek verknotet sind. Hier benétigt man die Etikettierungszahl modulo
einer Primzahl p: jeder Bogen wird mit einem Element aus F, etikettiert; an
jeder Kreuzung muss gelten 2x = y + z, wo x die Etikette des Ober-Bogens ist
und y, z die Etiketten der Unter-Bogen sind. Auch hier &ndern die Reidemeister-
Ziige die Etikettierungszahl nicht. Mit p = 5 bzw. p = 13 sieht man, dass der
Achterknoten bzw. der Palstek verknotet ist.

21.2 Lineare Codes

Es soll eine Nachricht von einem Sender nach einem Empfanger geschickt werden.
Hier stellen sich zwei Probleme:
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e Unterwegs konnte die Nachricht von einem Unbefiigten abgefangen werden.
In der Kryptographie sucht man nach Losungen.

e Unterwegs konnte die Nachricht durch Rauschen zufillig gestort werden.
In der Codierungstheorie will man sicherstellen, dass die richtige Nachricht
trotzdem ankommt.

Hier geht es um die Codierungstheorie. Zwei konkrete Fille sind:

e Ein Raumsonder (Sender) funkt Bilder des Saturn zur Erde (Empfanger).
Kosmische Strahlen, Staub usw. kénnen das Signal storen.

e Ein HiFi-System (Empfénger) versucht, eine Audio-CD (Sender) zu lesen.
Die CD ist aber gekratzt und triagt fettige Fingerabdriicke.

Zwei Ziele sind:
e Erkennen, ob die Nachricht gestort wurde.

e Aus einer gestorten Nachricht die eigentliche Nachricht rekonstruieren.

Beispiel Die Nachricht besteht aus zwei Bits®. Es sollte so iibermittelt werden,
dass ein korrumpiertes Bit korrigiert werden kann.

Eine Moglichkeit ist, jedes Bit dreimal zu wiederholen: ist die Nachricht 01,
so wird 000111 gefunkt. Kommt z.B. 000101 an, so geht der Empfianger davon
aus, dass die 0 an der 5Sten Stelle ein Fehler ist, und das die eigentlich Nachricht
01 war. Man muss aber davon ausgehen, dass die Fehler unabhéngig voneinander
auftreten, und deshalb die Wahrscheinlichkeit von zwei Fehlern deutlich kleiner
ist als die Wahrscheinlichkeit von einem: denn 000101 ist auch 000000 mit zwei
Fehlern.

Dieser Wiederholungscode ist allerdings ineffizient: um zwei Bits zu iibermit-
teln, werden sechs Bits gefunkt. Es geht aber auch mit fiinf Bits:

Nachricht Codewort

00 00000
01 01101
10 10110
11 11011

Um eine 2-Bit-Nachricht zu iibermitteln, wird das entsprechende 5-Bit-Codewort
gefunkt. Das ist effizienter. Und da zwei Codeworter sich immer an mindestens
drei Stellen unterschiedlicher Eintrédge haben, kann auch hier ein falsches Bit
erkannt und korrigiert werden: kommt etwa 11110 an, und so wurde vermutlich
10110 gefunkt, d.h. die Nachricht ist 10.

6Fin Bit ist entweder 0 oder 1.
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Das 5-Bit-Beispiel ist ein linearer Code, da die Menge der Codeworter ein Unter-
vektorraum des k° ist fiir k = Fs.

Lineare Codes sind nicht genau so effizient wie allgemeine Codes, werden aber
haufig benutzt, da ihre Handhabung sich deutlich einfacher gestaltet.

Definition Sei k ein Korper mit endlich vielen Elementen; sei n > 1; und sei
C eine Teilmenge des k™.

e Fiir v,w € k™ definiert man den Hamming-Abstand d(v,w) durch
d(v,w) = [{i | v # wi}] .
Es ist z.B. d(11010, 10001) = 3.
e Der Minimalabstand d(C') von C' ist

d(C) = min{d(v,w) | v # w, v,w € C}.

e [st C C k™ ein m-dimensionaler Untervektorraum, so heiffit C' ein linearer

Code vom Typ [n,m,d], fur d = d(C).
Lemma 21.1 Fir alle u,v,w € k™ gelten

a) d(v,w) > 0 ist eine ganze Zahl; d(v,w) = 0 genau dann, wenn v = w;
d(v,w) = d(w,v).

b) Dreiecksungleichung: d(u,w) < d(u,v) + d(v, w).
c¢) Translationsinvarianz: d(v + u,w + u) = d(v, w).
d) Ist C ein linearer Code, so ist

d(C) = min{d(0,v) |0 #v € C}.

Beweis. a) gilt sofort. Zu b): ist u; # w;, so muss mindestens eins aus u; # v,
v; # w; gelten. Zu ¢): d(v,w) hingt nur von v — w ab. Zu d): Es ist d(v,w) =
d(0,w — v). Sind v,w € C, dann 0, w — v auch. n

Sei k ein Korper mit ¢ Elementen und C' ein linearer Code vom Type [n, m, d].
Sei e > 0 mit 2e + 1 < d. Dann ist ¢" die Anzahl von Elementen von C. Also
kann man C benutzen, um ¢ verschiedene Nachrichten als n Elemente von k zu
funken, und zwar so, dass wenn hochstens e Elemente von k falsch ankommen,
man die gemeinte Nachricht richtig erkennen kann.

Denn wird ¢ gefunkt und kommt v an mit d(v,c) < e, so ist — dank der
Dreiecksungleichung und 2e + 1 < d — der Abstand d(v,c¢’) > e + 1 fiir jeden
weiteren Codewort ¢’
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Beispiel Das obige Beispiel ist ein [5,2, 3]-Code iiber Fy. Es ist e = 1.
Lemma 21.2 (Die Hamming-Schranke) Ist C' ein linearer Code tiber k vom Typ

[n,m,d], dann gilt
e n .
" >q"y ( .)(q— 1.

=0 \J

Hier ist ¢ = |k| und e ist die grofite ganze Zahl mit 2e +1 < d.
Gilt Gleichheit, so heifit C' ein perfekter Code.

Beweis. k™ hat ¢™ Elemente; auf der rechten Seite werden die aufgezéhlt,
deren Abstand zu einem Codewort hochstens e betrigt; keine werden doppelt

gezahlt, da der Abstand zwischen zwei Codeworter mindestens 2e + 1 betréigt. m

Mehr iiber Codes in Huppert und Willems, , Lineare Algebra“.
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