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17 Die Jordansche Normalform

K Korper

Kurze Wiederholung und Motivation

Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraumund f € End (V),d.h. f: V — V
linear. Man nennt f diagonalisierbar, falls eine Basis by, ..., b, von V existiert mit
der Eigenschaft, dass die Matrix A von f bzgl. by, ..., b, eine Diagonalmatrix ist:
a 0
A= .
0 a,
Das bedeutet: f(b;)) =a;ib; (i=1,...,n).
Fiir das charakteristische Polynom p = det(X -idy —f) = det (X -1, — A) von f gilt
also:

p=X-m) - (X—ay);
insbesondere sind 4, . .., a, die Eigenwerte von f.

Nichtjedes f € End (V) ist diagonalisierbar. Betrachte etwa f : R* — RR?, (x, y) +—
(0, x). Die Matrix von f bzgl. der Standardbasis (1,0), (0, 1) ist

00
a=(39)
Das charakteristische Polynom von f ist also p = X?. Daher ist 0 der einzige

Eigenwert von f. Wire f diagonalisierbar, so gébe es eine Basis by, b, von R?, bzgl.
der die Matrix von f die folgende Form hat:

b o)

Dann wire aber f(v) = 0 fiir alle v € IR?, was nicht der Fall ist. Also ist f nicht
diagonalisierbar.

Wir werden im folgenden die Frage untersuchen, ob man auch fiir nicht diago-
nalisierbare Abbildungen eine Basis finden kann, bzgl. der die Matrix “moglichst
einfach” ist.

Wir werden sehen, dass dies zumindest dann gilt, wenn K algebraisch abgeschlos-
sen (z.B. K = C) ist. Dann kann man namlich eine Basis von V so wihlen, dass die
entsprechende Matrix folgende Form hat:

* 0
*  x
* %
 *x (Jordansche Normalform)
*x ok
0 * K




Dabei stehen unterhalb der Hauptdiagonalen nur Nullen und Einsen. Wichtige
Anwendungen liefert die Theorie linearer Differentialgleichungen (Differenzen-
gleichungen).

Definition 17.1. Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f € End (V). Ein
Untervektorraum U von V mit f(U) C U heifst f-invariant.

Bemerkung 17.1. (i) Ggf. ist die Einschrankung f|U : U — U,u +— f(u) wieder
linear. Wahlt man eine Basis by, .. ., b,, von U und ergdnzt man diese zu einer Basis
bi,..., by, by, ..., by von V, so hat die Matrix von f bzgl. by, ..., b, die Form

B C
4=(5 o)
dabei ist B € K™ die Matrix von f|U bzgl. by, ..., by,.

(ii) Ist V = U; ® U, mit f-invarianten Untervektorraumen U;, U, und wéhlt man Basen
by,...,b,vonU; und b,,,11,...,b, von Uy, soistby,...,b,, b1, ...,b, eine Basis von
V, bzgl. der die Matrix von f die folgende Form hat:

B 0
4=(5 o)
dabei sind B und D die Matrizen von f|U; bzw. f|U, bzgl. der Basen b, ..., b,
bzw. b1, ..., b,. Fragen tiber f lassen sich hdufig auf Fragen tiber f|U; und f|U,

zuriickfithren. Da U;, U, i. Allg. kleinere Dimensionen haben, lassen sich diese
leichter und schneller beantworten.

Satz 17.1. (Fitting)
Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f € End (V). wir setzen

fi=idy, f=ff=fof,ff=fofof ..
Dann existiert ein k € INy mit folgenden Eigenschaften:
(i) V =BId (f°) o Bld (f}) > Bld (f?) > --- D Bld (f*) = Bld (f**) = ...
(i) 0 = Ker (f°) c Ker (f!) c Ker(f?) c --- c Ker (f¥) = Ker (f**1) = ...
(iii) V = Ker (f*) @ Bld (f¥) (Fitting-Zerlegung).
Dabei sind alle auftretenden Untervektorriume f-invariant.
Beweis. Wegen V 2 f(V) ist

f(V)2 f(f(V) = fA(V),
FAV) = F(F(V) 2 F(FAV)) = V), ...



Daher ist V = Bld (f°) 2 Bld (f') 2 Bld (f?) 2 .... Wegen dim V < o existiert ein k € N
mit Bld (f*) = Bld (f**!). Dann ist aber

Bld (f**!) = f(f*(V)) = f(f**'(V)) = Bld (f**?).

Es existiert also ein k € IN,, das (i) erftillt.
Fiir v € Ker (f) ist f(v) = 0, also auch f?(v) = f(f(v)) = f£(0) = 0, d.h. v € Ker (f?). Daher
ist Ker (f) C Ker (f?). Analog zeigt man Ker (f2) C Ker (f°),.... Also ist

0 = Ker (f) C Ker (f') CKer(f*) C ...

Wegen dim V < oo existiert ein | € N mit Ker (f') = Ker (f'*1). Fiir v € Ker (f'*?) ist dann
0 = f*Y(f(v)), d.h. f(v) € Ker (f*!) = Ker (f'). Daher ist auch 0 = f'(f(v)) = f"*1(v), d.h.
v € Ker (f'!). Damit ist gezeigt: Ker (f'*!) = Ker (f'*?). Es existiert also ein | € Ny mit

0 = Ker (f°) c Ker (f') cKer(f?) C--- C Ker(fl) = Ker (f*!) = ...
Wegen Bld (f*) = Bld (f**!) ist
dim Ker (fk) = dim V — dim Bld (fk)
= dim V — dim Bld (f**') = dim Ker (f**'),
also k > I. Analog ist k < ], also k = . Damit existiert ein k € N, das (i) und (ii) erfillt.
Wir zeigen, dass dann auch (iii) gilt.
Sei v € Ker (f*) N Bld (f*). Schreibe v = f*(u) mit u € V. Dann ist 0 = f*(v) = f*(f*(u)) =
f*(u), d.h. u € Ker (%) = Ker (f¥). Daher ist 0 = f*(u) = v. Damit ist gezeigt: Ker (f¥) N
Bld (f*) = {0}. Folglich ist
dim (Ker (f*) + Bld (f*)) = dim Ker (f*) + dim Bld (f*) = dim V,

d.h. V = Ker (%) + Bld (f*) = Ker (f*) @ Bld (f*). Damit ist (iii) bewiesen.

Fiiri € Ny ist f(f(V)) = f*1(V) C fi(V), d.h. f(V) ist f-invariant.

Fir i € Ny ist auch f(Ker(f')) € Ker(f’); denn aus fi(v) = 0 folgt f*(v) = 0, d.h.
f(v) € Ker (f"). Daher ist auch Ker (f’) f-invariant. |

Beispiel 17.1. Betrachte f : R* — R3, (x,y,z) — (—x+ y,—y + z, X — 2).
Die Matrix von f bzgl. der Standardbasis ist

-1 1 0
A=10 -1 1].
1 0 -1

Man berechnet: dim Bld (f) = rg(A) =--- = 2.
1 -2 1
A2=1 1 -=2f, dim Bld (f?) = rg (A?) = 2.
-2 1 1
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Nach Fitting ist also R® = Ker (f) @ Bld (f).

Basis von Ker (f): (1,1,1)

Basis von Bld (f): (-1,0,1),(0,1, -1)

Also bilden (1,1,1),(-1,0,1), (0,1, —1) eine Basis von R>.
f(-1,0,1)=(,1,-2) = -1(-1,0,1) + 1(0,1,-1)
f(0,1,-1)=(1,-2,1) = -1(-1,0,1) - 2(0, 1, -1)

Matrix von f bzgl. der Basis (1,1,1),(-1,0,1),(0,1,-1):

.

Bemerkung 17.2. Die Bezeichnungen seien wie in 17.1. Dann gilt:

(i) Bld (f*) =V & f* surjektiv & f* bijektiv & f bijektiv

(ii) Ker (f) =V 0= f.
Ein g € End (V) mit ¢" = 0 fiir ein m € IN nennt man nilpotent.

(iii) Ist f weder bijektiv noch nilpotent, so sind Bld (f*) und Ker (f*) echte Untervek-
torrdume von V. Ferner ist | Bld (f¥) bijektiv, und f| Ker (f¥) ist nilpotent. Wir haben
also f einen bijektiven und einen nilpotenten Teil zerlegt.

Definition 17.2. Fiir m € IN sei

0 0
]m = 1 . e Kmm
0 1 0

Satz 17.2. Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f € End (V) nilpotent. Dann
existiert eine Basis von V, bzgl. der die Matrix von f folgende Form hat:

Jia 0
]kz

0 Tk
Beweis. Seim € IN mit f” = 0. Nach 17.1 ist dann

0 C Ker(f) € Ker () C -+ C Ker (f"1) CKer (f") = V



Fiir x € Ker (f') ist f71(f(x)) = fi(x) = 0, d.h. f(x) € Ker(f). Also ist f(Ker(f’) C
Ker (f 1) fiir alle i. Wir wihlen Untervektorraume U, Uy, ..., U, mit

V =Ker (f") = Ker (f" ) @ U,
Ker (f"™!) = [Ker (f"7) + f(Uh)] & U,
Ker (f"7%) = [Ker (") + f2(Lh) + f(Lh)] & Us,

Ker (f) = [0+ f" () + f"(Uz) + -+ + f(U-1)] @ Upn.
Wir zeigen zunéchst induktiv, dass fiiri = 0,1,...,m — 1 gilt:
(*)  Ker(f")=Ker(f" e filh) @ f(U) & & f(U) & Unr.
Im Fall i = 0 folgt dies aus der Wahl von Uj. Sei also i > 0 und bereits gezeigt, dass gilt:
Ker (f"*!) = Ker (f" ) & f7'(U) & f (L) & - & f(Ui1) ® U,

Ferner sei ‘ _
O=x+ fl(ul) + fl_l(uz) + -+ f(ul-) + Ui
mit x € Ker (f’”‘i‘l), uy € Uy, ..., uiq € Ujp1. Nach Wahl von U, ist dann u;.; = 0. Daher
ist
0=f""10) =0+ f" ) + f" () + - + f"(uj)
= fm_i(fi_l(ul) + fi_z(uz) +---+ Mi).

Folglich ist f~Y(u) + f=2(up) + - - - + u; € Ker (™). Aus der Induktionsvoraussetzung
folgt also f1(u1) = f2(up) = - - - = u; = 0. Daher ist auch

flan) = f ) =+ = f(u;) = 0.
Damit ist auch x = 0 und (x) bewiesen. Folglich gilt:
V=UWeofh)e fA(U)e--&f"(U)
O f(Lh)® (L)@@ f" (L)
OU;d f(Uz) @ f"(Us)

DD
® U,,.

Wir wihlen jetzt Basen by, ...,b,, von Uy, by, 41,...,b,, von Uy, ..., b, 41,...,b,, von U,



und behaupten, dass die folgenden Elemente eine Basis von V bilden:

bl/f(bl)/ fz(bl)/ s /fm_l(bl)/

brllf(bﬁ)/ fz(brl)/ e /fm_l(bﬁ)/
b7’1+1/ f(br1+1)/f2(b1’1+1)/ R /fm_z(b7’1+l)l

sz/ f(b72)' fz(brz)/ cee /fm_z(brz)/

brm,1+1/

b,,.

Offenbar spannen diese Elemente V auf. Daher geniigt es zu zeigen, dass fiiri = 1,...,m
und j = 1,...,m — i die Einschrankung f/ : U; — f/(U;) injektiv ist. Dies folgt wegen
U; N Ker (f/) € U; N Ker (f7) = 0.

Bzgl. der obigen Basis hat also die Matrix von f die gewiinschte Form:

Jim 0
Jn
]m—l ,
]m—l
0
wobei es 11 Blocke [, 1, Blocke J,,—1, usw. gibt. O

Beispiel 17.2. Seien V := R’ und f € End (V) mit Matrix

2 -3 -1 -1 2
1 -2 0 0 1
A=l0 2 -1 -1 0
1 -4 1 1 1
0O -1 1 1 0

bzgl. der Standardbasis. Dann hat f> Matrix A%, f> Matrix A%, ... bzgl. der Standardbasis.



Ferner ist

0 0 00 O
0 0 00 O

A’=|1 -2 00 1|undA’=0, dh.f=0.
-1 2 00 -1
0 0 00 O

Wie im Beweis des Satzes berechnen wir zundchst Ker (f?):

X1
X2
(x1,...,x5) € Ker(fz) o A’ x|=0ex =2x — x5
Xa
X5

Die folgenden Elemente bilden also eine Basis von Ker (f?):
(-1,0,0,0,1), (0,0,0,1,0), (0,0,1,0,0), (2,1,0,0,0).
Diese ergédnzen wir zu einer Basis von V, z.B. durch
b :=(1,0,0,0,0).
Es ist also U; = Rb;. Ferner ist
fy) = (2,1,0,1,0), f2(1) = (0,0,1,-1,0).

Als nédchstes berechnen wir Ker (f):

X1

X X3 = —X4
(x1,...,x5) €Ker(f) ® Alxz|=0 - ©x,=0

X4 X1 = —X5

X5

Eine Basis von Ker (f) wird also gegeben durch:
(-1,0,0,0,1), (0,0,-1,1,0).

Nach obigem Beweis ist Ker (f) + f(U;) = Ker (f) ® f(U;), und eine Basis dieses Unter-
vektorraums wird gegeben durch

(-1,0,0,0,1), (0,0,-1,1,0), (2,1,0,1,0).
Wir ergdnzen diese zu einer Basis von Ker (f 2), z.B. durch

b, := (2,1,0,0,0).
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Es ist also U, = Rb,. Ferner ist f(b;) = (1,0,2, -2, —1). Wir erhalten also folgende Basis
von V:

bi, f(br), fA(b1), ba, f(b2)-

Bzgl. dieser Basis hat die Matrix von f folgende Form:

0 00|00
1 0 0[{0 0
01 0|00 :(ﬁ’ ]O)
000/0O0 2
0 0O0|1 O
Schema:
Untervektorrdume: V = Ker(f°) 2 Ker(f?) 2 Ker(f) 2 Ker(f%) = 0
Dimensionen: 5 4 2 0
Basis: b] f(bl) fZ(bl)
b, f(b2)
Matrix:
000
I EHE
0 o)
00
0 10

Grofseres Beispiel:
Untervektorraume: V = Ker(f’) 2 Ker(f?) 2 Ker(f) 2 Ker(f%) = 0

Dimensionen: 15 13 8
Basis: b, f(by) f2(b1)
by £(bo) £2(b,)
bs £(b3)
by f(bs)
bs f(bs)
be
by
bs
Matrix:
J5 0
J5
J2
J2
J2
Ja
J1
0 J1

10



Satz 17.3. Sei A € K" nilpotent (d.h. A™ = 0 fiir ein m € IN).
Dann existieren ky, . .., k; € IN mit der Eigenschaft, dass A zu einer Matrix der folgenden Form
dhnlich ist:

Jk, 0

B = .
0 Jx,
(d.h. B = S7'AS fiir ein S € GL (1, K)).

Beweis. Sei f € End (K") mit Matrix A bzgl. der Standardbasis von K". Mit A ist auch f
nilpotent. Nach Satz 17.2 existiert eine Basis von K", bzgl. der die Matrix B von f obige
Form hat. Nach Bemerkung 11.9 (ii) sind A und B dhnlich. O

Bemerkung 17.3. Wir wollen zeigen, dass die in 17.2 und 17.3 auftretenden Zahlen
ki,...,k bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt sind. Dazu bezeichnen wir fiir
i =1,...,n mit m; die Anzahl der j € {1,...,]} mit k; = i. Die Matrix B enthalt also 1
Matrizen [, m, Matrizen J,, usw.

Satz 17.4. In der obigen Situation gilt fiiri=1,...,n:
m; = rg (A™) + rg (A1) — 2rg (AY).
Beweis. Fir k € N, gilt:

0
0
1 0 0
Ji = Ji = o= :
0 1 - .
0 10 '
0 1 0 0
0
...,,’5—1:(3) 0 | r=0=y+1=..
10 ...0
Daher ist
rg(]](g):k/rg(]]l):k_llrg(]]%):k_zl---/
rg(J) =Lrg () =0=rg(Ji") = ...
Daraus folgt:

rg (BY) =n

rg (B') = n— (my +my + -+ +my)

rg (B%) = n — (my + 2my + -+ + 2m,)

rg (B°) = n — (my + 2my + 3mz + -+ - + 3m,,)

11



Also ist rg (B™) + rg (B™1) — 2rg (BY) = m; fiir alle i.
Ferner sind jeweils A’ und B’ dhnlich, d.h. rg (A’) = rg (BY). O

Satz 17.5. Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f € End (V). Dann existiert
eine Basis von V, bzgl. der die Matrix von f die folgende Form hat:

]k1 0

A= o , B invertierbar

Beweis. 17.1 und 17.2 O
Bemerkung 17.5. Wir werden zeigen, dass man auch B noch speziell wahlen kann.

Definition 17.6. Fiir k € N und r € K sei

r 0

1 . fexck
Ji(r) == ) ) € K™%,

0 1 r

Man nennt Ji(r) einen Jordan-Block.

Satz 17.6. (Jordan)
Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f € End (V). Dann existiert eine Basis
von V, bzgl. der die Matrix von f die folgende Form hat:

Ji (r1) 0

Jr(71)
0 B

dabei sind ky, ..., ks € N,r,...,r € K, und B ist eine quadratische Matrix ohne Eigenwerte.

Beweis. (Induktion nach dim V)
Im Fall dim V' = 1 ist nichts zu tun. Sei also dim V' > 1. Besitzt f keinen Eigenwert, so
nehmen wir eine beliebige Basis und erhalten eine Matrix der Form

J = (B),

wobei B keine Eigenwerte hat. Wir kénnen also annehmen, dass f einen Eigenwert r € K
hat. Wir wenden die vorigen Sitze auf den Endomorphismus f —r -idy von V an. Die
Fitting-Zerlegung liefert ein m € Ny mit

V =Ker ((f — r-idy)") @Bld ((f — r - idy)™) .

=U =W

12



Dabei sind U und W invariant unter f —r -idy und f. [Denn fiir u € U ist f(u) =
(f —r-idy)(u) + ru € U; analog fiir W.]

Da die Einschrdankung von f — r -idy auf U nilpotent ist, existiert nach 17.2 eine Basis
von U, bzgl. der die Matrix von (f — r - idy)|U folgende Form hat:

Ik 0
I = ‘. .
0 Jk,
Die Matrix f|U hat also die Form
Tk (r) 0
I+ le = . .
0 Ji(r)

Sei v € V ein Eigenvektor von f zum Eigenwert von r. Dann ist v € U, d.h. U # 0 und
dim W < dim V. Nach Induktion existiert eine Basis von W, bzgl. der die Matrix von
fIW die folgende Form hat:

]ks+1 (r5+1) 0

L) |
0 B

dabei ist B eine quadratische Matrix ohne Eigenwerte. Nach Bemerkung 17.1 existiert
also eine Basis von V, bzgl. der die Matrix von f die gewiinschte Form hat. O

Beispiel 17.6. Sei V := R® und f € End (V) mit Matrix

2 -1 0
A=11 1 -1
1 -1 1
bzgl. der Standardbasis.

Charakteristisches Polynom: [r13 — A| = - -+ = (r — 1)*(r — 2).
Eigenwerte: 1,2
Betrachte zunédchst den Eigenwert 1:

1 -1 0 00 O
Basis von Ker (f —idy): (1,1,1)

0 -1 1 01 -1
0 0 Oj]—...—|0 0 O

0 -1 1 00 O

1 -1 0 10 -1
A-1;=[1 0 -1|— ... (GauR)...—|0 1 -1

(A-13) =

13



Basis von Ker ((f —idv)?) : (0,1,1),(1,0,0)

0 -1 1
(A-13)%=|0 0 O|=(A-13)7
0 -1 1

Fitting-Zerlegung: V = Ker ((f — idv)?) @ Bld ((f — idy)?)

Basis von Ker ((f —idv)?) : by = (1,0,0), b, = (f —idy)(b1) = (1,1,1)
Basis von Bld ((f —idy)?) : (1,0,1), f(1,0,1) = (2,0,2) = 2(1,0, 1).
Basis von V: b; = (1,0,0),b, = (1,1,1),b3 = (1,0,1)

Matrix von f bzgl. by, by, bs:
1 0/0
L0 @)
0 0|2

Satz 17.7. Jede Matrix A € K™" ist zu einer Matrix der folgenden Form dhnlich:
Jin (1) 0

]kt (rt)
0 B

dabei ist B eine quadratische Matrix ohne Eigenwerte.
Beweis. Analog zu 17.3. |

Bemerkung17.7. Man kann sich analog zu 17.4 iiberlegen, dass die Paare (ky, 1), . . ., (k, 1)
durch A bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt sind. Genauer gilt fiir die Anzahl
mi(r) aller j € {1,...,t} mitk; =iundr; =1

mi(r) = rg (A = r1,)™") +rg (A = r1,)™") - 21g (A - 1,)").
Die Matrix B ist i.Allg. nicht eindeutig bestimmt. Oft tritt sie aber gar nicht auf.

Satz 17.8. Seien K algebraisch abgeschlossen (z.B. K = C), V ein endlich-dimensionaler K-
Vektorraum und f € End (V). Dann existiert eine Basis von V, bzgl. der die Matrix von f die
folgende Form hat:

i (r1) 0

0 ]kt(rt)
Beweis. Satz 17.6. 0

Bemerkung 17.8. (i) Das charakteristische Polynom von f und ] ist gleich
(X =) (X =)t
Daher sind 14, ..., ¢ genau die Eigenwerte von f. Ferner ist

ki+--+k=n:=dimV.

14



(ii) Fir r € K sei d, := dimKer (f —r-idy), d.h. d, ist die Dimension des Eigenraums
E.(f) =Ker(f —r-idy) von f zum Eigenwert r. Dann ist

d=l{i:1<i<tr=rl,

d.h. | enthélt genau d, Jordan-Blocke Ji (r;) mit Eigenwert r; = r. Es gilt ndmlich
jeweils:
ri—7 0
1 -
]kj(ri) - rlk,‘ = . . ’
0 1 r,—r
d.h.
k,‘ —1 falls ri=r
k; sonst.

rg (Ji(r;) —7ly,) = {

Kennt man also die Dimensionen der Eigenrdume von f, so kennt man die Anzahl
der Jordan-Blocke in J.

(iii) Fiar r € K nennt man
H,(f) :=Ker (f —r-idy)" (n=dimV)

den Hauptraum von f zum Eigenwert r. Dannist E,(f) € H,(f), und h, := dim H,(f)
ist die Anzahl der Eintrdge r auf der Hauptdiagonalen von J; denn fiir alle i mit
i = rist (Jx.(r;) — r1x,)" = 0 und fiir alle i mit »; # r ist Ji.(r;) — r1j, invertierbar.

Das charakteristische Polynom von f hat also die Form (X — r)*¢ mit ¢(r) # 0.

Satz 17.9. Sei K algebraisch abgeschlossen und A € K™". Dann ist A zu einer Matrix der
folgenden Form dhnlich:

]k1 (7"1) 0
] = ‘. .
0 ]kt(rt)

Beweis. Satz 17.7 m|

Bemerkung 17.9. (i) Man nennt | die Jordansche Normalform von A. Nach Bemer-
kung 17.7 ist sie durch A “im Wesentlichen” eindeutig bestimmt.

(ii)) A, B € K" sind genau dann dhnlich, wenn sie die “gleiche” Jordansche Normal-
form haben. Dies bedeutet, dass sie die gleichen Eigenwerte haben und dass fiir
i=1,...,nund jeden Eigenwert r von A gilt:

rg ((A - 1)) = rg ((B - 1,)).

15



(iii) Es gibt andere Verfahren, um festzustellen, ob vorgegebene Matrizen dhnlich sind
(und die auch iiber Korpern funktionieren, die nicht algebraisch abgeschlossen
sind). Darauf gehen wir jetzt nicht ein.

Beispiel 17.9. (i) Sei K algebraisch abgeschlossen und A € K™". Dann ist A zu AT
dhnlich, denn fiirr€e Kundi =1,...,n gilt:

rg (A" = r1,)) = 1g (A - 7-1,))) = rg (A =7 1,)).

Die Aussage gilt auch fiir Korper, die nicht algebraisch abgeschlossen sind, muss
dann aber anders bewiesen werden.

(ii) Sei K algebraisch abgeschlossen und A € K**?. Das charakteristische Polynom von
A hat also die Form (X — a)(X — b) mit a, b € K. Dann tritt einer der folgenden Falle
auf:

(I) A ist diagonalisierbar.
Dann ist A zu der folgenden Diagonalmatrix dhnlich:

a 0
o= (2 9.
(I) A ist nicht diagonalisierbar.
Dann ist a = b (vgl. Satz 13.7), und A ist zu der folgenden Matrix dhnlich:

(i 2)

(iii) Sei K algebraisch abgeschlossen und A € K*3. Dann ist A zu einer der folgenden

Matrizen dhnlich:
a 00
(D D=]0 b O|mita,b,ceK;in diesem Fall ist A diagonalisierbar.
0 0 ¢
a 0]0
() B=|1 a|0 [mita,beK.
0 0|b
a 00
() J=11 a O|mita€ K.
01 a

Bemerkung 17.10. Bekanntlich ist R nicht algebraisch abgeschlossen. Man kann also die
Sitze 17.8 und 17.9 nicht direkt auf reelle Matrizen anwenden. Ohne Beweis sei erwadhnt,
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dass jede Matrix A € R™" zu einer Matrix der folgenden Form &hnlich ist:

Jio (1)
]k~(rs)
B= ’ ;
R, (p1, q1)
Ry, (pt, q¢)
dabei ist jeweils
P4 0
-4 P
1
Ri(p,q) = 0 € R
0 1 p g
0 0 0 —gvp

Wegen (X — p)* + > = X* — 2p + p* + ¢* hat R(p,q) das charakteristische Polynom
(X2 -2pX +p?+g*). Die Matrizen R;(p;, ;) entsprechen also den quadratischen Faktoren
in der Faktorisierung des charakteristischen Polynoms von A.

18 Polynome

Definition 18.1. Ein Ring ist ein Tripel (R, +, -), das aus einer Menge R und Verkntipfun-
gen +, - auf R mit folgenden Eigenschaften besteht:

(i) (R, +) ist abelsche Gruppe.

(ii) (ab)c = a(bc) fura,b,c € R (Assoziativgesetz)
(iii) a(b+c) =ab +ac fura,b,c € R (Distributivgesetz)
(iv) (a+ b)c = ac + bc fiira,b,c € R (Distributivgesetz)
(v) Es existiert ein Element 1 € R mit 1a =a = al fira € R.

Bemerkung 18.1. (i) Wie tiblich zeigt man, dass das Element 1 eindeutig bestimmt
ist; man nennt es das Einselement von R und schreibt 1 = 1;.

(ii) Analog enthilt R genau ein Element O (Nullelement) mita + 0 = a fiir a € R. Ferner
existiert zu jedem a € R genau ein —a € R (negatives Element) mit a + (—a) = 0.
Dabei ist —(—a) = a und Oa = 0 = a0 und a(-b) = —(ab) = (—a)b fiir a,b € R. Statt
a + (—b) schreibt man auch a — b.
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(iii) Giltab = ba fiir alle a,b € R, so nennt man R einen kommutativen Ring.
Beispiel 18.1. (a) Jeder Korper K ist ein kommutativer Ring.

(b) Z ist ein kommutativer Ring, aber kein Korper.
IN und N sind keine Ringe.

(c) Fiir n € IN ist K™ ein Ring (Matrixring) mit der tiblichen Addition und Multiplika-
tion von Matrizen. Fiir n > 2 ist K" nicht kommutativ.

(d) {0} ist ein Ring.

Definition 18.2. Sei K ein Korper. Ein Polynom mit Koeffizienten in K ist eine Folge
@ = (ap,a1,ay,...) von Elementen 4; € K mit |[{i € Ny : a; # 0}| < co. Es ist leicht zu sehen,
dass diese Polynome einen K-Vektorraum P mit

@+ :=(ap+bg,ay +by,a2+by,...)
re = (rap, ray, 1a,. . .)

tir @ = (ap,m1,a2,...), Y = (b, b1, by,...) € P,r € Kbilden. Wir definieren eine Multipli-
kation auf P durch @ := (co, 1,2, .. .) mit

Co := ﬂobo, C1:= ﬂobl + ﬂlbo, e, G = E El]‘bk, ce
jk=i

Satz 18.2. So wird P zu einem kommutativen Ring mit Nullelement (0,0,0,...) und Einsele-
ment (1,0,0,...) Dabei gilt:

rpy) = (rp)p = o(ry) (€K@, ¢ €P)
Beweis. Seien ¢, 1 € P wie oben. Dann ist auch ¢1) € P wegen
{ieNp:c;#0} C{j€Np:a;#0}+{ke€Ny: b #0}.

Wir rechnen nur das Assoziativgesetz der Multiplikation nach; die tibrigen Rechenregeln
beweist man analog. Dazu sei w = (co,c1,¢2,...) € P. Dann ist oy = (do, dy,d,...) mit
d; = Zj+k=i a;by fir alle i, also (py)w = (eg, €1, €2, . .. ) mit

e = Z dicy = Z Z aib,.c = Z aib,,ck

j+k=i jtk=il+m=j I+m+k=i

tir alle i. Analog ist p(Yw) = (fo, fi, f2,...) mit

fi= Z aib,.c = e;.
l+m+k=i
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Bemerkung 18.2. Man nennt P den Polynomring iiber K und (0, 0,0, ...) das Nullpoly-
nom, (1,0,0,...) das Einspolynom. Ferner nennt man X := (0,1,0,0, ... ) die Unbestimm-
te oder Variable von P.

Fiir ¢ = (ap,a1,az,...) € Pist X = (0,a9,a1,4y, ... ); insbesondere ist X*> = (0,0, 1,0,0,...),
X?=1(0,0,0,1,0,0,...) usw. Wegen [{i € Ny : 4; # 0}] < o0 ist also ¢ = Y.°a;X’; dabei
ist wie tiblich X° das Einspolynom. Daher kann man jedes Element in P in der Form
¢ = Y.2ya: X' mit eindeutig bestimmten Koeffizienten a; € K schreiben, von denen nur
endlich viele von 0 verschieden sind. Dies werden wir in Zukunft stets tun.

Firp =Y. 20a: X,y = Y2 biX € Pund r € K gilt dann:

@ =9y ©a; =D, furalle .
p+ip= Z (a; + b) X,
i=0

ro = i (ra;) X',
pary

Py = i(z a;bx

Xi
i=0 \ j+k=i

Statt P schreibt man i. Allg. K[X]. Ist 0 # ¢ = Y. °; a; X" € K[X], so nennt man
d :=deg ¢ := max{i € Ny : a; # 0}

den Grad von ¢. Dann ist ¢ = Y%, 2;X". Das Nullpolynom erhilt den Grad —co.
Satz 18.3. Seien K ein Korper, ¢, € K[X] und 0 # r € K. Dann gilt:

(i) deg (rp) = deg .

(ii) deg(p + ¢) < max{degp,degy}.
(iii) deg@ # degy = deg (¢ + ¢) = max{deg @, deg}.

(iv) deg(py) = degp + deg .

Beweis. Als Muster beweisen wir (iv); die {ibrigen Aussagen zeigt man analog. Wir
schreiben ¢ = Y2 a:X, ¢ = Y2 b:X, o = Y2 ;X' mit a;,b;,¢; € K und setzen d :=
deg @, e := deg 1. Dabei kénnen wir d # —co # ¢ annehmen. Fiiri € Noist¢; = ).,y bk
Wegen a; = 0 fiir j > d und by = 0 fiir k > e ist

Cite = Z a]‘bk = Z a]‘bk = Eldbe #0

jtk=d+e jtk=d+e
j<dkse
und ¢; = 0 fiir i > d + e. Daher ist deg (py) =d + e = deg ¢ + deg ). m|
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Bemerkung 18.3. Fiir 7,s € K gilt:
X%+ X% = (r +5)X% X% —sX? = (r —5)X%, rX° - sX° = (r- 5)X°.

Daher konnen wir jeweils » mit rX° identifizieren und so K als Teilmenge von K[X]
auffassen. Man nennt die Elemente in K auch die konstanten Polynome in K[X].

Sei0 # ¢ = Y2y, X' € K[X] mitd = degp und 4; = 1. Dann nennt man ¢ normiert.
Aufierdem betrachtet man das Nullpolynom als normiert.

Satz 18.4. (Division mit Rest)
Seien K ein Korper und @, € K[X]mit ) # 0. Dann existieren eindeutig bestimmte x, p € K[X]
mit ¢ = xp + p und deg p < deg .

Definition 18.4. Man nennt x den Quotienten und p den Rest bei der Division von ¢
durch 1. Im Fall p = 0 schreibt man auch x = %.

Beweis.  (I) Eindeutigkeit: Fiir i = 1,2 sei ¢ = x; + p; und deg p; < deg. Dann ist
P2 — p1 = (K1 — k). Im Fall k7 # x, hitte man den Widerspruch:
degy > deg (p2 — p1) = deg (k1 — k)Y = deg (k1 — x») + deg 1) > deg ).
Alsoist k1 = x; und p1 = @ — K1 = @ — K2 = pa.

(I) Existenz: Im Fall deg ¢ < deg 1 setzt man x := 0 und p := ¢. Sei also m := deg ¢ >
deg 1y =: n. Wir schreiben ¢ = Y.’y a;X’, ¢ = ¥_ ;X und setzen ¢ := ¢ — X"~
Dann ist deg ¢ < deg . Argumentiert man mit Induktion nach m, so kann man
voraussetzen, dass %, p € K[X] mit ¢ = % + p und deg p < n existieren. Dann ist

aber . )
p=¢+ b—'"X’”‘”yb = (12+ b—me‘”)l,b + P,
n n N——
D —
=K ::P
wie gewiinscht.
O
Beispiel 18.4.
2X7+ X0 42X° 22X 42X 22X +1=(X*+X3+2X2+X+1) 2X*-X>-X+1)
2X7 +2X° +4X° +2X* +2X° +(2X°% +2X% + 2X)
-X® -2x°-2x* +2X% +2X+1
-Xt XxX°-2xt -X3-X°
-X° +X°+3X% 42X +1

-xX°-xt 2x*-X* =X
x4 +3X° +4X? +3X +1
X4 +X3+2X% +X+1
2X3 +2X?% +2X
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Definition 18.5. Seien K ein Korper und ¢, ¢ € K[X]. Man nennt ¢ einen Teiler von 1
und schreibt @[y, falls ¢ = pw fiir ein w € K[X] ist.

Satz 18.5. Es gelten die folgenden Rechenregeln:
(i) ¢l0, g, ple

(ii) QI A Yl = plo

(iii) @l = coldy fiir c,d € K\{0}

(iv) @lY APl = dc € K\{0} : @ = cyp
(v) Olp © =0

(vi) plY A plo = play + w fiir a, p € K[X].

Beweis. Als Muster beweisen wir (iv). (Der Rest geht dhnlich.) Sei also ¢[i) und ¢|p. Dann
existieren x, w € K[X] mit i) = pw und ¢ = Px. Dann ist ¢ = pwy, d.h. 0 = (1 — wy).
Im Fall ¢ = 0 ist auch ¢ = 0, d.h. ¢ = 1. Sei also ¢ # 0. Nach Satz 18.3 ist dann
1-wx =0,dh. wy = 1. Folglichist 0 = deg1 = degw + deg x, also degw = 0 = deg y,
d.h. w, x € K\{0}. Es ist also ¢ = cip mit c := y € K\{0}. O

Definition 18.6. Seien K ein Korper und ¢4, ..., ¢, € K[X]. Ein Element 7 € K[X] mit
T|p1, ..., Tlp, nennt man einen gemeinsamen Teiler von ¢, ..., ¢,. Mit gT (¢1,...,¢,)
bezeichnen wir die Menge aller gemeinsamen Teiler von ¢;, ..., @,. Ein normiertes
Polynom 6 € gT (¢, ..., ¢,) nennt man grofiten gemeinsamen Teiler von ¢y, ..., @, falls
7|6 fiir alle T € gT (1, ..., @) gilt.

Bemerkung 18.6. Sind 01, 6, grofite gemeinsame Teiler von ¢y, ..., @,, so gilt: 61/0,[0;.
Nach Satz 18.5 (iv) existieren also ein ¢ € K\{0} mit 6, = ¢d;. Da 6; und 6, normiert sind,
folgt 61 = 6,. Das bedeutet, dass ¢y, ..., ¢, hochstens einen grofiten gemeinsamen Teiler
6 haben. Man schreibt 6 = ggT (¢4, ..., ¢,). Wir untersuchen im Folgenden die Existenz
von ggT’s.

Satz 18.6. (Erweiterter Euklidischer Algorithmus, Euklid 365-300)
Seien K ein Korper und a, f € K[X]. Wir setzen zundichst
(AO/ (LI'OI 1/0) = (1/ 0/ (X)/
(All (ul/ Vl) = (O/ 1/ ﬁ)/
und i = 1. Im Fall v; = 0 brechen wir ab. Im Fall v; # 0 liefert die Division mit Rest Polynome

ki, pi € K[X] mit
Vio1 = KV + p; und deg p; < degv;.

Wir setzen dann

(/\z‘+1/#i+1rvi+1) = (Ao — iy, Ui-1 — Kilhi, Vi-1 — Kivi),
N—— —

=p
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erhohen i um 1 und wiederholen diesen Schritt.
Dieses Verfahren bricht ab, und am Ende existiert ein ¢ € K mit

cvier = ggT (o, B) = i + pia .

Beispiel 18.6. a = X* + X> +2X2 + X + 1, =X - X>+2X* - X + 1

A Ui Vi Ki

1 0 XA+ X3 +2X2+X+1

0 1 XP—X34+2X2-X+1 1

1 -1 2X3 +2X 1x -1
—1X+1 1X+3 X20+1

Also X* +1 =ggT (o, B) = (—3X + 3)a + (3X + 3)B. (Probe!)

Beweis. Wegen degf = degv; > degv, > degvs > ... bricht das Verfahren ab. Wir
behaupten, dass fiir alle i gilt:

(*) Ao+ [,ll‘B = V.
Fiir i = 0,1 ist dies sicher richtig. Ferner gilt stets:

A + pipaf = (Aicg — kid)a + (pio1 — xili)p
= Aisja + piaf — ki + Wif) = vien — Kivi = Viga.

Wir behaupten aufierdem, dass fiir alle 7 gilt:
(%x) ggT (vie1, vi) = ggT (a, p).
Fiir i = 1 ist dies sicher richtig. Ferner gilt stets:
geT (vi,vis) = ggT (vi, viiy — xivi) = ggT (vi, vic1) = ggT (viey, vi).
Damit ist auch (x %) bewiesen. Am Ende ist v; = 0, d.h.
geT (a,p) = ggT (vie1,0) = dviy fureind € K.
O

Bemerkung 18.7. Aus Satz 18.6 folgt, dass je zwei Polynome in K[X] einen ggT haben.
Daraus folgt leicht, dass endlich viele Polynome ¢, . .., ¢, € K[X] stets einen ggT haben.
Genauer gilt:

g8T (1, ..., pu) = 88T (1, 88T (P2, - .-, Pn))-

Satz 18.7. Seien K ein Korper und @1,..., @, € K[X]. Genau dann existieren Polynome
&1, En €KX mit E1p1 + -+ - + &y = Y, wenn g8T (1, ..., @)Y gilt.
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Beweis. “=": Seien&;, ..., &, € K[X]mity = &1 +---+&,¢,. Dann ist jeder gemeinsame
Teiler von ¢y, ..., ¢, auch ein Teiler von . Insbesondere gilt: ggT (¢1,..., @,)|Y.

“<": Sei 0 := ggT (g1,...,pn)lP, etwa 1p = 6y mit y € K[X]. Es geniigt zu zeigen, dass
N, ...,Mn € K[X]mit 6 = n1¢1 + -+ + 1,¢p, existieren; denn dann ist

P=yo=(ym) 1+ + (Y1) P

S~ S~——
= =:n

Die Existenz von 1, ..., 11, zeigen wir induktiv. Im Fall n = 1ist 6 = ggT (¢1) = c¢,
tiir ein ¢ € K. Im Fall n = 2 folgt die Existenz von 1, 1, aus Satz 18.6. Im Fall n > 2
existieren nach Induktion Polynome &y, ...,C, mit ggT (¢, ..., ¢n) = Copa + -+ +
Ca@y. Ferner existieren Polynome wq, w, € K[X] mit

0 =gegT(p1,88T (2, ..., n))
= a)qul + w» ggT ((PZ/ ey @n)

= w1 @1+ (w202) 20N e (@, Cy) ©n.
—— —— ——
= =1 =n

Satz 18.8. Seien K ein Korper und ¢, ..., ¢, € K[X]. Dann gilt:

ggT(p1,...,pu) =1 3&,..., 5 €K[X] : &101 + -+ Enpn = 1.
Definition 18.8. Ggf. nennt man ¢, ..., @, teilerfremd
Beweis. “="": Satz 18.7

“&": Seien &y, ...,&, € K[X] mit &1 + -+ + &9, = 1. Nach Satz 18.7 ist dann

geT (p1,...,@n)ll. Daraus folgt ggT (¢1,...,¢,) = 1.
O

Definition 18.9. Sei K ein Korper. Ein normiertes nichtkonstantes Polynom 7 € K[X]
nennt man irreduzibel, falls 1t keine Teiler T mit 0 < deg 7 < degm hat.

Satz 18.9. (i) Sei m € K[X] irreduzibel und seien o, p € K[X] mit mt|af. Dann gilt 1t|a oder
Tt|p.

(ii) Jedes Polynom ¢ € K[X]\K besitzt mindestens einen irreduziblen Teiler.

Beweis. (i) Im Fall | sind wir fertig. Sei also 7@ 1 a. Dann existieren A, u € K[X] mit
1 =ggT (n, a) = Ant + ua. Folglich gilt: n|Anp + uap = B.
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(ii) Sei ¢ € K[X]\K. Dann ist
D := {t € K[X]\K : 7 normiert, t|p} # 0.

Sei 1t € D so gewihlt, dass deg m moglichst klein ist. Dann ist 7t irreduzibel, denn

sonst gédbe es einen Teiler 6 von m mit 0 < deg 6 < deg . Wir kdnnen annehmen,

dass 6 normiert ist. Wegen 6|rt|p ist dann 6 € D im Widerspruch zur Wahl von 7.
O

Beispiel 18.9. (i) Normierte Polynome vom Grad 1 sind stets irreduzibel.

(ii) Das Polynom X? + 1 ist irreduzibel in R[X], aber reduzibel in C[X] : X* + 1 =
(X =i)(X+1).

Satz 18.10. (Eindeutige Primfaktorzerlegung)

Seien K ein Korper und ¢ € K[X]\K. Dann existieren bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmte
irreduzible Polynome m,...,n, € K[X] und eine eindeutig bestimmte Konstante ¢ € K mit
@ =cTmy - T

Beweis.  (I) Existenz: (Induktion nach d := deg ¢)
Im Falld = 1ist ¢ = c¢(X—b) mitb, c € K, und die Sache ist klar. Sei also d > 1. Nach
Satz 18.9 besitzt ¢ einen irreduziblen Teiler ;. Wir schreiben ¢ = m;1¢. Im Fall
Y € Ksind wir fertig. Im Fall i ¢ K existieren nach Induktion irreduzible Polynome
,..., T, € K[X] und ein ¢ € Kmit i = cm, - - - ... Folglich ist ¢ = criymy - - - 71,

(I) Eindeutigkeit: Sei cmty--- 1, = dp;--- ps mit ¢,d € K und irreduziblen Polynomen
T, ..., Ty, P1, -, Ps € K[X]. Dann ist my|cty -+ 11, = dpy -+ - ps, also my|p; fiir ein i €
{1,...,s}. Nach Umnummerierung kénnen wir 7;|p; annehmen. Da p; irreduzibel
ist, folgt m; = py. Also ist 0 = my(cmp--- 1, —dpy---ps), d.h. crp -1, = dpy - -+ ps.
Der Rest ergibt sich induktiv.

O

19 Minimalpolynom

K Korper
Definition 19.1. Fiir ¢ = Y. ,4,X’ € K[X] und b € K setzt man

n

@(b) := Zaibi e K.

i=0

Man sagt, dass ¢(b) durch Einsetzen von b in ¢ entsteht. Ist ¢(b) = 0, so nennt man b
eine Nullstelle von ¢ in K.
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Bemerkung 19.1. Fiir ¢, 1 € K[X] und ,b € K gilt offenbar:

(@ +P)b) = @b) + P(b), (p = Y)(b) = () = (1), (¢ - Y)(b) = (D) - Y(b), (rp)(b) = rp(b).

Satz 19.1. Fiir ¢ € K[X] und b € K ist ¢(b) der Rest bei der Division von ¢ durch (X — ).
Insbesondere gilt: p(b) = 0 & X — blo.

Beweis. Division mit Rest liefert x, p € K[X] mit ¢ = k(X — b) + p; dabei ist p € K. Aus
der obigen Bemerkung folgt: ¢(b) = x(b)(b —b) + p = p. Daher gilt die erste Behauptung.
Im Fall ¢(b) = 0 ist also ¢ = x(X — b). Umgekehrt gilt im Fall ¢ = x(X - b) : @(b) =
k(b)(b —b) = 0. |

Satz 19.2. Jedes Polynom ¢ € K[X] vom Grad n # —oo besitzt in K hochstens n Nullstellen.

Beweis. Seien aj, ..., a, paarweise verschiedene Nullstellen von ¢ in K. Dann sind X —
ai,..., X — a, paarweise verschiedene irreduzible Polynome in K[X]. Nach Satz 19.1 ist
¢ durch X —ay,...,X — a,, teilbar, also nach Satz 18.10 auch durch (X — a;)--- (X — a,,);
insbesondere ist n = deg ¢ > m. O

Definition 19.3. Fiir ¢ = Z?:o 2;X' € K[X] und A € K™" setzt man
P(A) := gAY + a1 AT + -+ @A +agl, € KO
Analog setzt man fiir jeden K-Vektorraum V und f € End (V):
o(f) == aaf" +az1 " + - +arf +apidy € End (V).

Satz 19.3. (Satz von Cayley-Hamilton)
Fiir A € K™ gilt: xa(A) = 0.

Beweis. Wir schreiben x4 = a9+ a1 X + -+ - + -4, X" mit dg, ..., a,-1,0, € K und pineichnen
die Adjunkte von X1, — A € K[X] mit X1, — A. Di~e Koeffizienten von X1, — A sind
Polynome vom Hochstgrad n — 1. Wir schreiben X1, —A = Cy + Ci X +--- + C, X" mit
Co,...,Cuo1 € K. Dann gilt:
aoly + a1, X+ 4+ 4,1, X" = xa-1, = X1, — Al - 1, = (X1, — A)(X1, = A)
= (X1, —A)Co+ C:X + -+ C,. X"
= —ACO + (CO - ACl)X + -+ (Cn—Z - Acn_l)Xn_l + Cn_lX”.
Koeffizienten-Vergleich liefert:
apl, = —ACy,m1, = Co — ACy,...,a,41, = Cyp — AC,_1,a,1, = C, 1.
Daher gilt:
xXa(A)=apl, +mA+---+a,A"
= —ACO + A(CO — ACl) + -+ A”_l(Cn_z — ACn_l) + A”Cn_l
=0

25



Beispiel 19.3. Fiir A = (i Z) € K¥ gilt:
X—-a -b
|X~1H—A|—' ) X_d‘—(X—a)(X—d)—bc

= X* - (a+d)X + (ad — bc) = X* — spur (A)X + det (A)

Also gilt:
A? —spur (A) - A + det (A)1, = 0. (Probe!)

Bemerkung 19.3. Nach dem Satz von Cayley-Hamilton sind fiir A € K" die Potenzen
A’ =1, Al = A, A% ..., A" linear abhingig. Sei m € IN minimal mit der Eigenschaft, dass
A%, AL, ..., A" linear abhéngig sind (also m < n). Dann existieren c,, . .., ;-1 € K mit

A" 4 1 A" A+ ol =0
Diese sind eindeutig bestimmt; ist ndmlich auch

A" +d, A" o+ A+ dl, =0,
so ergibt Subtraktion:

(Cpo1 — A )A™ L+ -+ 4 (c1 —dy)A + (co — do)1, = 0.
Da A% Al,..., A" ! linear unabhingig sind, folgt
Cm1 = dpyet1,...,01 =d1,co = d,

wie behauptet. Man nennt X" + ¢, .1 X" + - -+ + ¢1X + ¢p das Minimalpolynom von A.

Beispiel 19.4. Sei

0 101
0 100
A=1111 1)
-1 10 2
Dann sind 14, A linear unabhéngig, aber
-1 2 0 2
0 100
2 _ —2.A-
AT=_5 5 1 2|72 A1
-2 2 0 3

Also hat A das Minimalpolynom X* - 2X + 1 = (X — 1)%.

Satz 19.4. Ahnliche Matrizen besitzen das gleiche Minimal-Polynom.
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Beweis. Sei K ein Korper, und seien A,B € K™",S € GL(n,K) mit B = S~1AS. Seien

aufierdem ay, ..., a,-1 € Kmit A" +a,,_1A,-1 +--- + ;1A + apl, = 0. Dann gilt:

B" +a,1B" ' +---+ @B +ayl, = (STAS)" + a,_1(STTAS)" ' + ... + a;(STAS) + 2o57'1,,S
=S (A" +a, 1 A" + -+ 1A +apl,) S = 0.

=0

O

Bemerkung 19.4. Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f € End (V) mit
Matrix A bzgl. irgendeiner Basis von V. Dann nennt man das Minimalpolynom von A
auch das Minimalpolynom von f. (Nach dem obigen Satz hingt dieses nicht von der
Wahl der Basis ab.)

Satz 19.5. Sei A € K™" mit Minimalpolynom p4. Fiir alle ¢ € K[X] mit p(A) = 0 gilt dann
pal. Insbesondere gilt fiir das charakteristische Polynom x 4 von A: palx .

Beweis. Division mit Rest liefert x, p € K[X] mit ¢ = xua + p und degp < deg 4. Dann
ist p(A) = (¢ — xua)(A) = p(A) —x(A) ua(A) = 0.

~—— =

=0 =0
Wegen deg p < deg 4 folgt aus der Definition von pa: p = 0, d.h. palg. Der Rest ergibt
sich aus dem Satz von Cayley-Hamilton. m|

Bemerkung 19.5. (i) Man kann zeigen, dass umgekehrt gilt: xlu.
(ii) Entsprechende Aussagen gelten fiir Minimalpolynome von Endomorphismen.
Beispiel 19.5. In Beispiel 19.4 gilt: x4 = (X — 1)*.

Satz 19.6. Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f € End (V) mit Minimalpo-
lynom . Fiir r € K gilt dann:

r Eigenwert von f & p¢(r) =0
Beweis. “=" Sei 0 # v € V mit f(v) = rv, und sei
pr=X"+cua X"+ +aX+0
Dann gilt:

0= (fm + Cm_lfm_l + -+ le + Co ldv)(’())
= f"(v) + cm_lfm_l(v) + -+ f(v) +cov

=10 + Cpyo1?" O+ -+ C170 + U = g ().

Wegen v # 0 folgt us(r) = 0.
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“&": Sei x5 das charakteristische Polynom von f. Nach Satz 19.5 existiert ein ¢ € K[X]
mit xr = psp. Daher ist x¢(r) = us(r)e(r) = Op(r) = 0. Folglich ist » Eigenwert von
f.
O
Bemerkung 19.6. (i) Eine entsprechende Aussage gilt fiir Matrizen.

(ii) Fir die Berechnung von Eigenwerten kann man also statt des charakteristische
Polynoms auch das Minimalpolynom benutzen. Dies vereinfacht die Rechnung
manchmal, da das Minimalpolynom nach 19.5 einen kleineren Grad haben kann
als das charakteristische Polynom.

Satz 19.7. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Ein Endomorphismus f von V mit
Minimal-Polynom p ist genau dann diagonalisierbar, wenn u sich in der Form u = (X —
a1) - - - (X — ax) mit paarweise verschiedenen a, . .., a, € K schreiben lisst.

Beweis. “=": Sei f diagonalisierbar. Dann existiert eine Basis von V, bzgl. der die Matrix
von f die folgende Form hat:

aq 0

a1
as

az

ax

0 Ay

(11,...,ar € K paarweise verschieden); dabei sind a;, ..., a; die Eigenwerte von A
und f. Nach Satz 19.6 sind 4y, . .., ax Nullstellen von u, d.h. y = (X —ay) .- - (X —ar)p
fiir ein ¢ € K[X]. Andererseits ist offensichtlich (A — a11,)--- (A — ac1,) = 0. Aus
Satz 19.5 folgt also: u = (X —a;) - - - (X — ag).

7

“&”: Seip = (X—a)- -+ (X—ar) mit paarweise verschiedenenay, ..., € K.Firi=1,...,k
hat das Polynom
X - ll]'
Qi = H PR

j#i

den Grad k — 1 und es gilt:

() = 0 firt+i
PN furt =i
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Daher hat das Polynom ¢ := ¢; + --- + ¢, hochstens Grad k — 1, und es gilt
@(a1) = --- = @(ax) = 1. Nach Satz 19.2 ist ¢ das konstante Polynom 1. Daher ist

Fiir v € V gilt also:

=0

Dabei ist jeweils

(f —a;-idy)(v) =

H ! ](f—ﬂlidv)"'(f—ﬂkidv)(v):0,

a;—a;
At ]
=0

d.h. v; € Ker (f —a; - idy). Daher ist V die Summe der Eigenrdume zu den Eigen-
werten ay, ..., a; von f. Folglich ist f diagonalisierbar.
O

Bemerkung 19.7. Eine entsprechende Aussage gilt fiir Matrizen.

Beispiel 19.7. Sei

1 -1 01

0 1 00
A= -1 -1 2 1|

0 -1 0 2

Dann sind 1, und A linear unabhéingig, aber es ist

1 -303
A= _03 _13 Z g =3-A-2-1
0 -3 0 4

Daher ist X? — 3X + 2 = (X — 1)(X — 2) das Minimalpolynom von A. Also ist A diagona-
lisierbar. (Probe!)

Satz 19.8. Seien K algebraisch abgeschlossen, n € {2,3} und A, B € K™". Genau dann sind A
und B ihnlich, wenn sie das gleiche charakteristische und das gleiche Minimalpolynom haben.

Beweis. “=": Satz 13.5 und Satz 19.4.
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e

7

(I) n = 2: A habe das charakteristische Polynom y = (X — a)(X — b) und das

Minimalpolynom u. Im Falla # bist A zu (g 2) dhnlich. Sei alsoa = b, d.h.

x=(X-a?ImFall y = (X—a)istAzu (“

1

. a 0

istA = (0 a)'
(II) n = 3: A habe das charakteristische Polynom (X — a)(X — b)(X — ¢) und das
a 00
0 b 0]é&hnlich.
0 0 ¢
Sei jetzt x = (X —a)*(X —b) mita # b. Im Fall p = (X —a)(X — b) ist A zu

2) dhnlich,undimFally = X-a

Minimalpolynom u. Im Fall [{, b, c}| = 3 ist A zu

a 00 a 0[]0
0 a Ofé&hnlich,imFally=(X-a*(X-b)zu| 1 a|0 |

0 0 b 0 0|b
a 00
SchlieBlich sei y = (X —a)®>. Im Fall uy = X —aist A = |0 a OJ, im Fall
0 0 a
a 0]0 a 0 0
p=X-ayistAzu| 1 a 0]éhnlichundimFally:(X—a)3zu[1 a 0].
0 Ofa 01 a
O

Bemerkung 19.8. Was passiert im Fall n = 4?

Bemerkung 19.9. (Die Exponentialfunktion mit Matrizen als Argument)

Im Folgenden identifizieren wir C** mit C*. Man kann zeigen (Analysis), dass fiir
A € C™" die Reihe

K

k=0

et = exp (A) =

in C™" konvergiert. Fiir A, B € C™" ist i.Allg. e4*? # eAeP. Gilt aber AB = BA, so ist auch
(ohne Beweis)

Ist

B = AP,
Aq 0
0 A
mit quadratischen Matrizen Ay, ..., A, so ist, wie man sich leicht tiberlegt,
ot 0
et = , .
0 e
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Ist insbesondere

d; 0
D =
0 Ay,
eine Diagonalmatrix, so ist
et 0
el =
0 g
Fur
0 0
Iy = | c Cmn
0 1 0

ist J" = 0, d.h.

el :1n+]n+%]ﬁ+%]2+~--+
1 0
1
1
_| 2
1
6
(n—ll)! s 01 11
Fir A € C"™" und S € GL (n, C) ist schliefslich
e5 45 = 571,
Mit diesen Regeln kann man e” leicht berechnen.
Beispiel 19.9. Sei
3 =25
A=|-1 2 1].
-1 1 0
Die Methoden von Kapitel 17 liefern eine Matrix
13 -1
S=|1 2 -3]eGL(3,0C)
00 -1

31




STIAS =

Wir setzen
1 00

020
00 2

Dann ist | = D + N mit DN = ND und

el0 0 110 0 el0 0
=102 0 |,eN=[0[1 0[,e=ePN=ePN=|0]e 0 |,
2 2

0/0 ¢

D := , N:=

0|1 1 Oles e
—2e+2¢% 3e—2¢* —7e+ 5e?
A= =65 = 2| —2e—¢® 3e+e® —Te+é?
_2 o2 _e2

Beispiel 19.10. Gegeben sei die Differentialgleichung
(%) x'(t) = ax(t).
Dabei sei a € C vorgegeben. Gesucht wird eine differenzierbare Funktion
x:R— C,t— x(t),
die (x) erfiillt. Bekanntlich hat die allgemeine Losung von (x) die Form
x(t) =c-e" (c € Q).
Wir wollen dies verallgemeinern.

Bemerkung 19.10. (Systeme linearer Differentialgleichungen)
Gegeben sei das folgende System linearer Differentialgleichungen:

X () = anxa(£) + -+ - + a1 X (f)
(%) :

X, (8) = amxr(£) + - - + @ X (t).
Dabei ist A = (a;;) € C™" vorgegeben. Gesucht werden differenzierbare Funktionen
Xi:R— C,t— xi(t), i=1,...,n)
die (x) simultan erfiillen. Wir setzen x := (xy, ..., x,) und schreiben (%) auch in der Form

x' (0T = Ax(H)T.
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In der Analysis zeigt man, dass die allgemeine Losung von (x) gegeben wird durch
x(H)T = Mol (v eCh.

Die Losungen bilden einen n-dimensionalen C-Vektorraum L.
Als konkretes Beispiel betrachten wir das folgende System linearer Differentialgleichun-
gen:

() x7(8) = 13x1(t) — 4x2(t)
x;(t) = —4X1(t) + 7.X'2(t)

Wir setzen
13 -4
a2 )

Die Methoden von Kapitel 17 liefern A = SDS™ mit

5 0 12
D':(o 15)'5':(2 —1)'

Also ist

At = pSDIST _ SePig1 — g et 0 g1
=€ =oe = 0 el

1 €5t + 4el5t 265t _ 2615t
T = g 265t — 215t 45t 4 15t

Die allgemeine Losung von (x) hat also die Form

xi(t) = g(e5t + 4e™') + g(ZeSt — 2¢™)
_a -;2be5t N 4a ; 2b615t
xo(t) = £(2¢" - 26%) + g(4e5t T et

2a +4b —2a+b
_ . o ‘15 15
mita, b € C. (Probe!)

20 Der Dualraum

K Korper

Definition 20.1. Fiir jeden K-Vektorraum V nennt man V* := Homg (V,K) :=={A: V —
K|A linear} den Dualraum von V. Seine Elemente heifen Linearformen auf V.
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Bemerkung 20.1. (i) Bekanntlich ist V* ein K-Vektorraum; fir A,p € V* und a € K

(i)

(iii)

sind dabei A + p € V* und ap € V* definiert durch
(A + @)(©) = A(0) + (o) und (aw)(o) = au(v)

fuirveV.

Sei V endlich-dimensional mit Basis by, ...,b,. Fliri = 1,...,n existiert dann genau
ein B; € V* mit f;(b;) = ;; fiir j = 1,...,n; dabei ist

5. = 1 fallsi=j
Y0 fallsi#

das Kronecker-Symbol. Die so definierten Linearformen 4, ..., 8, auf V sind linear
unabhingig; sind ndmlich ay,...,4, € Kmit0= Y, af;, sogiltfirj=1,...,n:

0= [ZH:‘ aiﬁi) (b)) = Zn_: a pilb;) = a;.
—_——

i=1 i=1

=0ij

Die Elemente f,...,p, bilden sogar eine Basis von V*; denn fiir A € V* und
j=1,...,ngilt

(Z A(bi)ﬁi) (b)) = Z Ab;) Bi(bj) = A(b)),
=1 =1 —_——
=5

dh. A = T2 AB)B:
Man nennt S, ...,p, die zu by, ..., b, duale Basis. Insbesondere gilt also im Fall
dimV < oo:

dimV* =dimV

Man nennt V** := (V*)* den Bidualraum von V Fiir v € V ist die Abbildung
fo: V¥ — K, A+ A(v) linear; denn fiir A,y € V* und a,b € K ist

folad + bu) = (aA + bu)(v) = aA(v) + bu(v) = af,(A) + bf,(1).
Daher ist also f, € V**. Fur v,w € V und a,b € K ist dabei
favrbw = afy + bfw;
fir A € V* gilt namlich:
favrbw(A) = Aav + bw) = aA(v) + bA(w) = afy(A) + bfy,(A) = (afy + bfy)(A).
Folglich ist die Abbildung
f:V—D V™ 0— f

34



linear. Im Fall dim V' < oo ist f injektiv; ist ndmlich v € V mit v # 0, so kann man v
zu einer Basis by = v,by,...,b, von V ergdnzen. Nimmt man dann die dazu duale

Basis f1,..., B, von V*,soist 1 = $1(b1) = p1(v) = fo(p1), d.h. f, #0.
Wegen dim V** = dim V* = dim V ist also die lineare Abbildung f : V — V**
sogar bijektiv.

Satz 20.1. Sei U ein Untervektorraum eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V. Dann ist
Ut :={AeV*: AU=0)
ein Untervektorraum von V* mit dim U + dim U+ = dim V.

Beweis. Wir wéhlen eine Basis by,...,b, von U und ergdnzen diese zu einer Basis
by,...,b, von V. Die dazu duale Basis von V* bezeichnen wir mit f, ..., ,. Wie oben
gezeigt, istdann A = Y, A(b)B; fir A € V*. Im Fall A € Ut ist A(by) = --- = A(by) =0,
alsoA =Y., .1 A(b)B:. Umgekehrt verschwinden 41, . . ., fn auf by, ..., by, also auch auf
U. Daher verschwindet jede Linearkombination von f,,11, . . ., B, auf U. Daher ist U+ ge-
rade der von f,41, ..., . aufgespannte Untervektorraum von V*, und die Behauptung
folgt. m|

Bemerkung 20.2. Es seien U;, U, Untervektorrdaume eines endlich-dimensionalen K-
Vektorraums V. Mit obigen Bezeichnungen gilt offenbar:

(Ul + l.lz)L = Uf' N u;'
Ferner ist offenbar U + Uy C (U; N Uy)*. Wegen

dim (U + Uy) = dim U + dim U, — dim (U} N Uy)
=dimV —dim U; + dim V — dim U, — dim (U; + Uy)™*
=dimV — dim U; — dim U, + dim (U7 + U>)
= dim V — dim (U, N Uy) = dim (U; N U)*.

folgt also:
(Ul N Uz)J' = Uf' + u;'

Bemerkung 20.3. Gegeben seien K-Vektorrdaume V, W und eine lineare Abbildung f :
V— W.Firpe Wristdann po f : V— W — Klinear, d.h. y o f € V*. Man nennt

ffrWr —> Vi pr— o f
die zu f duale Abbildung. Sie ist ebenfalls linear; fiir A, p € W* und a, b € K gilt namlich:
f*@A +bu)=@A+bu)o f=a(Ao f)+b(uo f)=af*(A)+bf*(u).

Hat man einen weiteren K-Vektorraum X und eine lineare Abbildung ¢ : W — X, so
gilt fiir die lineare Abbildung go f: V — X:

(gof)*=frog" (Achtung!);
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denn fiir v € X* ist
gofy ) =vo(gof)=(og)of=fveg)=f(g"W)=(f"og)).

Offenbar ist (idy)* = idy«; denn fiir A € V* gilt:

(idv)*(A) = Aoidy = A.
Ist also f bijektiv, so ist

idye = (idy)* = (f o f)* = fro(f)"
und analog idw» = (f')* o f*. Daher ist mit f auch f* bijektiv, und es gilt:
(P =)
Fiir lineare Abbildungen f;, f, : V — W und Elemente a;, 4, € K gilt ferner:
@fi+mf)" =mff +af);
denn fiir alle p € W* gilt:
(a1 f1 + ﬂzfz)*(ﬂ) =po(mfi+arfr) =a(uo fi) +ax(uo fr)

= fi (W) +axfy (u) = (@ fi" + a2 ) ().

Dies zeigt, dass die Abbildung
Homg (V, W) — Homg (W*, V*), f +— f*
linear ist; insbesondere gilt fiir die Nullabbildung Oyw : V — W:
0% w = Ows v

Satz 20.3. Gegeben seien endlich-dimensionale K-Vektorriume V, W und eine lineare Abbildung
f : V. — W. Fiir die duale Abbildung f* : W* — V™* qilt dann:

(i) Ker(f*) = (Bld f)*.
(ii) Bld (f*) = (Ker f)*.
Beweis. (i) Fur u € W* gilt:
peKerf* ©0=f*(u)=pof e u(f(v))=0firalleve Ve uBldf=0e pe
(Bld f)*.

(ii) SeiA € Bld(f*),alsoA = f*(u) = po f fiirein uy € W*. Dannist Ker f CKerpuo f =
KerA,d.h. A[Ker f = 0und A € (Ker f)*. Daherist Bld (f*) € (Ker f)*. Andererseits
ist

dim Bld (f*) = dim W* — dim Ker (f*) D dim W - dim (Bld f)*
201

= dimBIld f = dim V — dim Ker f 2! dim (Ker f)*.
Dabher gilt: Bld (f*) = (Ker f)*.
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Satz 20.4. Gegeben seien endlich-dimensionale K-Vektorriume V, W mit Basen by, ..., by, bzw.
ci,...,Cqy und eine lineare Abbildung f : V.— W mit Matrix A = (a;j) bzgl. by, ..., by und
C1,.-.,Cn. Dann ist AT die Matrix der dualen Abbildung f* : W* — V* bzgl. der dualen
Basen y1,...,y, von W* und B1,...,Bm von V*.

Beweis. Wir schreiben f*(y;) = Y.i. a;i mit a); € K fiir alle 4, j. Dann gilt fiirk = 1,..., n:

——
viof
@ = Z a;; Bi(be) = ( afjﬁi) (B (yj o f)(br)
=1 T~ i=1
=0k
=7 (Z aikcz‘] = Ak )/]'(Ci) = Ajk.
i=1 i=1 S~——

=5;;

21 Bilineare Abbildungen

K Korper

Definition 21.1. Seien U, V, W K-Vektorrdume. Eine Abbildung  : U X V — W nennt
man bilinear, falls fiir allea,a’ € K, u,u’ € U,0,v" € V gilt:

(i) plau+a'v’,v) = ap(u,v) +a’'p(u’,v);
(ii) p(u,av +a’v’) = ap(u,v) +a’p(u,v’).
Bemerkung 21.1. (i) Die Nullabbildung U X V — W ist stets bilinear.
(ii) Fir bilineare Abbildungen 5" : U X V — W und Elemente b, b’ € K ist auch
bp+b'p :UxV — W, (u,v) — bp(u,v) +b'p'(1,v)
bilinear; fur allea,a’ € K, u,u’ € U,v,v’ € V ist ndmlich

(bp+U'p)au+a'u',v) = bp(au +a'v’,v) + b'p'(au + a’u’, v)
= blap(u,v) + a’B(w’,v)] + b'[ap’(u,v) + '’ (1, v)]
=a[bp(u,v) + V'’ (u,v)] + a’[bp(u’,v) + U'B' (v, v)]
=a(bp +b'B")(u,v) +a'(bp +b'p")u',v)

und analog

b+ Yu,av+a’v')=---=abp+b'p)u,v)+a b +bp)u,v).
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(iii) Nach (i) und (ii) ist die Menge Bil (U, V; W) aller bilinearen Abbildungen g : U X
V — W ein Untervektorraum von Abb (U x V, W). Wie grof3 ist Bil (U x V; W)?

(iv) Fur g € Bil(U, V; W) und u € U ist die Abbildung
gp(u) : V— W0 +— B(u, )
linear; fiir a,a’ € K, v,v" € V gilt namlich:

[gp(w)](av + a'v") = B(u,av + a'v") = aP(u,v) +a'f(u, v’)
= a[gp(w)](v) + a’[gp(1)]1(V).

Insbesondere ist 0 = [gg(1)](0) = B(u, 0).
(v) Fur g € Bil (U, V; W) ist die Abbildung
gp : U — Hom (V, W), u +— gp(u)
linear; fiira,a’ € K, u,u’ € U,v € V gilt ndmlich:

[gplau + a’u")]|(v) = plau + a’v’,v) = aP(u,v) +a'p(u’, v)
= al[gp(u)](v) + a'[gp(u")](v) = [agp(u) + a’ gp(u")](v),

d.h.
gplau +a'u’) = agg(u) + a’ gg(u’).
Insbesondere ist gg(0) = 0, d.h. 0 = [g4(0)](v) = (0, 0) fiir alle v € V.

(vi) Die Abbildung
G : Bil(U, V; W) — Hom (U, Hom (V, W)), f + g5
ist linear; fiir alle b, b’ € K, 3, p’ € Bil (U, V; W) gilt ndmlich:
GB +b'B) = Qupewy = bgs + V' gy = bG(B) + 'G(B);
denn fiir u € U ist
Guprvp (1) = (b + b/ gp) (1) = bgy(ue) + b/ g (u)
wegen

[8eporp ()1(0) = (bB + b'B')(u, v) = bP(u, v) + b'B'(u, 0)
= b[gp()](v) + b'[gp (1)](v) = [bgp(u) + b'gp (1)](v)

fuirveV.
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(vii) Ferner ist G injektiv; denn ist g € Bil (U, V; W) mit 0 = G(f) = g, so ist 0 = gp(u) fiir
alleu € U, d.h. 0 = [gg(u)](v) = B(u, ) fiir alle v € V. Folglich ist § = 0.

(viii) Schliefslich ist G auch surjektiv; zum Beweis sei h € Hom (U, Hom (V, W)). Dann ist
die Abbildung
p:UxV — W, (u,0) — [h(u)](v)

bilinear; fura,a’ € K, u,u’ € U,v,v" € V ist namlich
Blau + a’v’,v) = [h(au + a'u")](v) = [ah(u) + a’h(u")](v)
= alh(u)](v) + a’[h(u")](v) = aB(u,v) +a’'p(u’, v)
und

B(u,av +a’'v’") = [h(u)](av + a’v") = a[h(u)](v) + a’[1(1)](v")
=af(u,v) +a'p(u,v).

Ferner ist G(B) = g5 < h; denn fiir u € U ist gg(u) = h(u) wegen [gp(u)](v) = p(u,v) =
[h(w)](v) furv e V.
(ix) Wir haben also einen Vektorraum-Isomorphismus
G : Bil(U, V; W) — Hom (U, Hom (V, W));
insbesondere ist
dim Bil (U, V; W) = dim Hom (U, Hom (V, W))
= (dim U)(dim Hom (V, W)) = (dim U)(dim V)(dim W).
Beispiel 21.1. Fiir m,n,p € N ist die Matrixmultiplikation
B K™ 5 K"™P — K™ (A, B) —> AB
bilinear.

Definition 21.2. Filir K-Vektorraume U, V nennt man die Elemente in Bil (U, V; K) Bili-
nearformen. Ist p € Bil (U, V;K) und sind U, V endlich-dimensional mit Basen 4y, ..., 4,
bzw. by, ...,b,, so nennt man

B := (B(a;, bj)) € K™
die Matrix von f bzgl. a4,...,a, und by, ..., b,.

Satz 21.2. Fiir endlich-dimensionale K-Vektorriume U,V mit Basen a4, ...,a,, bzw. by,...,b,
ist die Abbildung
F: Bil (U, V;K) — K™",

die jeder Bilinearform p € Bil (U, V; K) ihre Matrix bzgl. a;, ..., a, und by, ..., b, zuordnet, ein
Vektorraum-Isomorphismus.
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Beweis. Seienr, v’ € Kund B, € Bil(U, V;K).Firi=1,...,mund j=1,...,nist dann
(T’ﬂ + r,,B’)(ai/ b]) = rﬁ(ai/ b]) + rlﬁ’(ai/ b])

Daher ist F(rB+1'p’) = rF(B)+1'F(B’). Folglich ist F linear. Ist F(B) = 0, so ist B(a;, b;) = O fiir
i=1,...,mundj=1,...,n.Sind u € U v € V beliebig und schreibt man u = Y.\, r,a;, v =
Z?:l Sjbj (ri, Sj € K), so ist

B(u,v) = i Zn: risiB(a;, bj) = 0.

i=1 j=1

Also ist f = 0. Damit ist gezeigt: Ker F = {0}, d.h. F ist injektiv. Wegen dim Bil (U, V; K) =
(dim U)(dim V) = mn = K™ ist F auch surjektiv. O

Bemerkung 21.2. Seien a;, ..., a;, und bi, ..., b/, weitere Basen von U bzw. V. Wir schrei-
ben a; = YL, riax und b; = Yo siibr (r,sij € K). Fiur g € Bil(U, V;K)und i = 1,...,m,
j=1,...,ngilt dann:

pla;, b)) = Zm: Zn: rusip(ax, by) = va‘ Zn: 1 (ax, br)si;.

k=1 =1 k=1 =1

Sind also B und B’ Matrizen von 8 bzgl. ay,...,a,, und by,...,b, bzw. ai,...,a, und
bl,..., by, soist
B’ = R'BS.

mit R := (r;;) € GL(m,K) und S := (s;) € GL (1, K); insbesondere ist rg B = rg B’. Man
bezeichnet rg B auch als Rang von f und schreibt rg B =: rg . Wie in LA I gezeigt, kann
man Basen von U und V so wéhlen, dass die Matrix von  bzgl. dieser Basis die folgende
Form hat:

(%, 8) (t = rgp).
Beispiel 21.2. (i) Fiir A = (a;) € K™ ist die Abbildung
B: K™ x K™ — K, (x,y) — x Ay
bilinear; denn fiir a,a’ € K, x,x’ € K™, y, ' € K™ gilt:

Blax +a’x’,y) = (ax + a'x) Ay = (ax" + a'(x')") Ay
=ax"Ay +a' (x)Ay = aB(x, y) + a'B(x’, y).

und

Blx,ay+a’y’)=---=ap(x,y) +a'B(x, y).
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(ii)

(iii)

Was ist die Matrix von B bzgl. der Standardbasen von K™ und K*'? Fiiri = 1,...,m
und j=1,...,nist

0
ann ... 4|0
Bleiej) = e Aej = (0,...,0,1,0,...,0)| : - {1
Ayl -+ Aun 0
0

0

0

:(aﬂ,...,am) 1 = ajj.
0
0

Daher ist A selbst die Matrix von f bzgl. der Standardbasen.

Sei V ein beliebiger K-Vektorraum und V* der Dualraum von V. Dann ist die
Abbildung
B:VxV* — K (v, f)— f(v)

bilinear; fiira,a’ € K,v,v" € V, f, f* € V* gilt namlich:
Bav+a'v', f) = flav+a'v') =af(v) +a’ f(v') = ap(v, f) + a’ B, f)
und
pl,af +a'f’) = (af +a'f')(v) = af(v) +a'f'(v) = af(v, f) + a’B(v, f).

Sei jetzt V endlich-dimensional mit Basis b, .. ., b,,. Wir bezeichnen die dazu duale
Basis von V* mit fy,..., f,,. Furi,j=1,..., mist dann

B(bi, fj) = fi(bi) = bij.
Die Matrix von  bzgl. by, ..., b, und fi,..., f, ist also die Einheitsmatrix.

Die Abbildung
B:R*XxR® — R, (x,y) — x1y1 + 2x1y2 + 33213

x = (x1,x) € R? y=(1,Y2,Y3) € R3 ist bilinear, wie man leicht nachrechnet. Die
Matrix von f bzgl. der Basis (1,1),(1,-1) von R?> und der Basis (1,1,0),(1,0,1),

(0,1,1) von R3 ist
3 4 5
b= (3 -2 —1)'
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Bemerkung 21.3. Seien V ein K-Vektorraum mit Basis by,...,b, und p: VXV — K
bilinear. Dann nennt man B := (8(b;, b;)) € K" die Matrix von S bzgl. by, ..., b,.
Ist b}, ...,b; eine weitere Basis von V und schreibt man b;. =Y sijbi (sij € K), so ist

S := (s;j) € GL(n,K), und B’ = S"BS ist nach Bemerkung 21.2 die Matrix von f bzgl.
b, ..., b,. Wir werden spéter versuchen by, ...,b; so zu wihlen, dass die Matrix von f8
bzgl. b7, ..., b, moglichst “einfach” wird.

Definition 21.3. Man nennt A, B € K™ kongruent, falls B = UT AU fiir ein U € GL (1, K)
ist.

Satz 21.3. Fiir A, B,C € K™ gilt:

(i) (Reflexivitiit)
A ist zu A kongruent.

(ii) (Symmetrie)
Ist A zu B kongruent, so auch B zu A.
(iii) (Transitivitit)
Ist A zu B und B zu C kongruent, so ist auch A zu C kongruent.

Beweis. Routine. O

Definition 21.4. Seien V ein K-Vektorraum und g : V X V — K bilinear mit p(u,v) =
B(v, u) tiir alle u, v € V. Dann nennt man 8 symmetrisch.

Bemerkung 21.4. (i) Sei by, ..., b, eine Basis von V. Man zeigt leicht, dass  genau
dann symmetrisch ist, wenn p(b;, b;) = p(b;, b;) fiir i, j = 1,...,n gilt, d.h. wenn die
Matrix B = (B(b;, bj)) von  bzgl. by, ..., b, symmetrisch ist.

(ii) Mannennt by, ..., b, eine Orthogonalbasis von (V, ), falls f(b;, b;) = 0 fiir alle
i # jist. Das bedeutet, dass die Matrix von g bzgl. by, ..., b, eine Diagonalmatrix
ist.

(iii) Man nennt by, ..., b, eine Orthonormalbasis von (V, p), falls B(b;, b;) = 0;; fiir i, j =
1,...,nist. Das bedeutet, dass die Matrix von  bzgl. by, ..., b, die Einheitsmatrix
ist.

Bemerkung 21.5. In LA I hatten wir Korper mit 2, 3,4 Elementen konstruiert:

(D)

+[0 1 0 1
00 1 00 0
11 0 110 1
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(I1)

+\O 1 2 <10 1 2
0/0 1 2 00 0O
111 2 0 110 1 2
212 01 210 2 1
(III)
+|0 1 a b -0 1 a b
0/01 a b 0/0 00O
111 0 b a 110 1 a b
ala b 01 al0 a b 1
bilb alO0 b0 b1 a
Dabei gilt:
I 1+1=0.

I 1+1+1=0.
Im 1+1=0.
Definition 21.5. Die kleinste natiirliche Zahl n mit

1+1+---+41=0inK
———

7n Summanden

nennt man Charakteristik von K. Man schreibt n = char (K). Existiert kein solches n € IN,
so sagt man, K hat die Charakteristik 0, und schreibt char K = 0.

Beispiel 21.5. In (I) und (I) ist char K = 2, in (II) ist char K = 3. Aufierdem ist charQ =
charR = charC = 0.

Satz 21.5. Die Charakteristik von K ist stets O oder eine Primzahl.

Beweis. Sei n := char K = ab mit ab € IN. Dann ist

0=14+14---4+1=Q0Q+---+1)AQ+---+1),

| —
n Summanden a Summanden b Summanden
also
O=1+---+1 oder 0O=1+---+1
— ——
a Summanden b Summanden
Nach Wahl von n folgt n = a oder n = b. m|

Satz 21.6. Sei char K # 2, V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und p : VXV — K
bilinear und symmetrisch. Dann existiert eine Orthogonalbasis von (V, ).
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Beweis. (Induktion nach n := dim V)

Im Fall n = 1 ist nichts zu tun. Sei also n > 1. Im Fall g = 0 ist auch nichts zu tun. Sei
also B # 0. Dann existieren u,v € V mit a := B(u,v) # 0. Wir setzen w := a~'v. Dann ist
B(u, w) = 1. Im Fall B(x, x) = O fiir alle x € V hdtte man den Widerspruch

0=pFu+wu+w)=pu,u)+pu,w)+p(w,u)+pw,w) =1+1.
\.\/.-/ N’ N’ ——— —
0 1 1 0

Also existiert ein b; € V mit (b1, b1) # O; insbesondere ist b; # 0. Wir ergdnzen b; zu
einer Basis by, cy,...,c,von V. Furi=2,...,n sei

B(by, ci)

T B by
Dann ist
ﬁ(bl,ci)
B(b1, b1)

Auflerdem bilden by, d,, ..., d, eine Basis von V. Wir setzen U := Span (d,, .. .,d,). Dann
ist B(b1,x) = 0 fiir alle x € U. Die Einschrankung

B(by,d;) = B(by, i) — B(by,b1) = 0.

y:UxU— K (x,y) — B(x,y)

ist auch bilinear und symmetrisch. Nach Induktion existiert eine Orthogonalbasis b5, .. .,
b, von (U, ). Dann bilden by, b, .. ., b, eine Orthogonalbasis von (V, f). O

Satz 21.7. Sei charK # 2 und B € K™" symmetrisch. Dann ist B zu einer Diagonalmatrix
kongruent.

Beweis. Seiey, ..., e, die Standardbasis von V := K". Nach Satz 21.2 existiert genau eine
Bilinearform : V X V. — K mit Matrix B bzgl. ey, ..., e,. Mit B ist auch  symmetrisch.
Nach Satz 21.6 existiert zu (V, ) eine Orthogonalbasis b, ..., b, Wir schreiben b; =
Yo sije; (sij € K). Dann ist S := (s;;) € GL(n,K), und STBS ist die Matrix von B bzgl.

by,...,b, d.h. STBS ist eine Diagonalmatrix. O
Beispiel 21.7. Sei
01 2
B:= (1 0 3|eR¥3
2 3 4
11 0y(0 1 21 0 0 1 1 51 00 215
01 Off1 0 3ff1 1 0of=(1 0 3) [1 1 0]= [1 0 3]
0 0 1J{2 3 4J10 0 1 2 3 4J\0 0 1 53 4
1 0 0)/(2 1 5\y1 0 O 2 1 5\(1 00 2 2 10
0 2 Off1 0 3|0 2 0|=(2 O 6J[O 2 OJ:[Z 0 12]
0 0 2J\5 3 4J)10 0 2 10 6 8J10 0 2 10 12 16




1 0 0y2 2 10)(1 -1 O 2 2 10y¢(1 -1 0 2 0 10
-1 1 02 O 12]{0 1 0]:{0 -2 2] 0 1 0]:[0 -2 2]
0 0 1){10 12 16)\0 O 1 10 12 16)\0 0 1 10 2 16

1 0 0y2 0 10\(1 0 -5 2 0 10)1 0 -5 2 0 0

0 1 0|10 =2 2][0 1 O):[O -2 21101 O]:[O -2 2]
-5 0 1){10 2 16)\0 0 1 0 2 -34)10 0 1 0 2 -34
1002 0 0)\1 0O 2 0 0)1 0O 2 0 0
01 O] [O -2 2 J[O 1 1J = [O -2 2 ](O 1 1] = [0 -2 0 ]
01 1)l0 2 -34)10 0 1 0 0 -32J10 0 1 0 0 -32

Insgesamt gilt also:

1 1 00 1 2)(1 -1 -6 2 0 0
-1 1 Off1 0 3|11 1 —-4|=(0 -2 O
-6 —4 2)\2 3 4)\0 0 2 0 0 -32

Bemerkung 21.7. Die Eintrdge in der Diagonalmatrix sind in der Regel nicht eindeutig
bestimmt, auch nicht bis auf Reihenfolge.

Definition 21.8. Eine quadratische Form auf einem K-Vektorraum V ist eine Abbildung
g : V — K mit folgenden Eigenschaften:

(i) g(ax) = a*q(x) firallea e K,x € V.

(ii) Die Abbildung g, : V XV — K, (x,y) — g(x + y) — q(x) — q(y) ist bilinear.
Bemerkung 21.8. (a) Die obige Bilinearform g, auf V ist offensichtlich symmetrisch.
(b) Umgekehrt liefert jede (symmetrische) Bilinearform y auf V eine quadratische Form

gy 1V — K x+— p(x,x);
denn fiira,a’ € K, x,x',y,y" € V gilt:
g,(ax) = y(ax,ax) = azy(x, X) = azqy(x),
gy(ax +a'x’ +y) —q,(ax +a'x") — q,(y)
=y@ax+a'x +yax+a'x’ +y)—ylax+a'x',ax+a'x")-y(y,y)
=y(ax+a'x’,y) +y(y,ax +a’x’)
=ay(x,y)+a'y,y)+ay(y,x)+ay(y,x)
=aly(e, y) +y(y, 0] +a' [y, y) + y(y, X))
=aly(x+y,x+y) —yx) -yl +aly +y,x +y) -y, x) - y(y, y)l
= algy(x + y) — 4y (x) — gy W] + @[, (¥ + y) = 4,() = g, (W)].

(c) Sei g eine quadratische Form auf V, §, die entsprechende Bilinearform auf V und
q’ := gp, die in (b) definierte quadratische Form. Fiir x € V ist dann

q'(x) = By(x,x) = q(x + x) — q(x) — q(x) = 2g(x).
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(d) Umgekehrt sei y eine symmetrische Bilinearform auf V, g, die in (b) definierte
quadratische Form und ) := B, die entsprechende Bilinearform aus der Definition.
Fiir x, y € V gilt dann:

V' y) =qx+y) -q,0) -q,y) =y +yx+y) —yxx) -y, y)
=y(x,y) + (Y, x) =2y, ).

(e) Aus (c) und (d) folgt, dass im Fall char K # 2 eine Bijektion zwischen der Menge der
symmetrischen Bilinearformen auf V und der Menge der quadratischen Formen auf
V existiert. Aussagen und Begriffe fiir symmetrische Bilinearformen tibertragen sich
auf diese Weise auf quadratische Formen.

Bemerkung 21.9. Sei char K # 2. Wir betrachten eine Abbildung g der Form

g: K" — Kx=(x1,...,%,) +— Zaijxixj;
i,j=1
dabei seien die Elemente a;; € K(i, j = 1, ...,n) vorgegeben. Indem wir notfalls a;; durch
@ ersetzen, kdnnen wir 4;; = a; annehmen. Dann ist A := (g;;) € K™" symmetrisch.
Fiir x € K" ist also g(x) = xAxT, d.h. g ist eine quadratische Form; denn g kommt von
der Bilinearform f : K" X K" — K, (x,y) +— xAy" (vgl. Beispiel 21.2). Nach Satz 21.7
dy
existieren eine Diagonalmatrix D = € K™ und eine Matrix S = (s;;) €
dy
GL (n,K) mit A = STDS. Dann ist

g(x) = xS DSx" = Z diy? mit y; = Z SijX;
N i=1 =1
y

furi=1,...,n. Auf diese Weise kann man g(x) als Linearkombination von Quadraten
schreiben.

Beispiel 21.9. Wir betrachten die Abbildung g : R> — R mit

g(x) = 2x7 + 2x120 + 2x1x3 — X5 + 220%3 + 23
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fiir x = (x1, X2, x3) € R%. Es gilt:

g(x) = 2(x3 + x1x2 + X1x3) — X5 + 22X + 2x3

1 1 1 1
= 2(X1 + EXQ + §X3) 2_ EX% — §x§ — XoX3 — x% + ZXZX3 + 2X§

A

3 3 3 2 3
=27 — =x5 + XXz + =x5 = 218 — E(xg — Zxyx) + 212

2 2 3 2
31 1, 3 -
R T ERE P VI
S e’ ‘\;-/
Y2 v;

(Probe!)
Dies nennt man quadratische Erginzung.

Bemerkung 21.10. Sei wieder char K # 2. Gegeben sei eine Abbildung der Form
fK'—=Kx=(x,...,x,) V> Zaijxixj + Zbkxk +c;
i,j=1 k=1

dabei sind die Elemente a;;, b, c € K vorgegeben. Wie oben kénnen wir a;; = aj; fiir
i,j=1,...,n annehmen. Wir setzen

by

Bnel 1= Anef 3= o (k=1,...,n)
An+1n+1 = C.

Dann ist g : K" — K x = (x1,...,%41) +— Z?;ll a;jx;x; eine quadratische Form mit
flxe, ..., x0) =q(x1,...,x,, 1) flir x4, ..., x, € K. Wir konnen also g4 mit den obigen Metho-
den behandeln und dann auf f riickschliefSen.

Beispiel 21.10. Wir betrachten die Abbildung
f:R* —> R, (x,y) — x>+ 2y* + 2xy + 4y + 3.
Wir definieren
7: R — R, (x,y,z) — x* + 2y + 2xy + 4yz + 32%.
Dann gilt:

q(x,y,2) = (6 + 2xy + 2y%) + dyz + 32° = (x + y)* + y* + dyz + 32°
= (x+y)* + (y* +4yz) + 32% = (x + y)* + (y + 22)* — 2°,
Also ist
f,y)=@+y’+@y+2°-1.  (Probel)
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22 Reelle symmetrische Bilinearformen

Definition 22.1. Sei V ein R-Vektorraum und  : VXV — R bilinear und symmetrisch.
Man nennt f3

(i) positiv definit (Skalarprodukt), falls (v, v) > 0 fiir alle v € V'\{0} ist.
(ii) positiv semidefinit, falls f(v,v) > 0 fiir alle v € V ist.
(iii) negativ definit, falls f(v,v) < 0 fiir alle v € V\{0} ist.

(iv) negativ semidefinit, falls f(v,v) < 0 fiir alle v € V ist.

(v) indefinit, falls u,v € V mit f(u, u) > 0 > (v, v) existieren.

Satz 22.1. (Triigheitssatz von Sylvester)
Sei V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und p : VXV — R bilinear und symmetrisch.
Dann existiert eine Basis von V, bzgl. der die Matrix von 5 die folgende Form hat:

1 0

0 0
mit k Einsen, | Minus-Einsen und m Nullen auf der Diagonalen. Dabei ist k das Maximum
der Dimensionen aller Untervektorraume U von V mit der Eigenschaft, dass die Einschrinkung
Ux U — R von B positiv definit ist. Analog ist | das Maximum der Dimensionen aller

Untervektorriume U von V mit der Eigenschaft, dass die Einschrinkung U X U — R von
negativ definit ist. Insbesondere sind k, 1, m unabhiingig von der Wahl der Basis.

Beweis. Nach Satz 21.6 existiert eine Orthogonalbasis cy,...,c, von (v,). Durch Um-
nummerierung kénnen wir erreichen:

‘B(Ci,Ci) >0fliri= 1,...,k
Bci,c;) <O0fturi=k+1,...,k+1
B(ci,ci)=0ftiri=k+I1+1,...,n.

Firi=1,...,k+1seia; := /|f(c;, c;)|. Dann bilden
41 — 41 . .
by := a, Clyeeoybpar = Ap 1Ck+ly bisis1 i= Chalsts -+, by 1= Cy
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eine Basis von V, bzgl. der die Matrix von f die gewiinschte Form hat. Wir setzen
W :=Span (by,...,b). Ist 0 # w € W und schreibt man w = Zle r:b; (ri € R), so gilt:

Bw,w) = Y ririfbib) = Y 12> 0.

k k
ij=1 i=1

Daher ist dim W = k, und die Einschrankung W x W — R von f ist positiv definit.
Wir nehmen an, dass es einen Untervektorraum U von V mit dim U > k gibt, so dass
die Einschrankung U X U — R von p positiv definit ist. Aus Dimensionsgriinden
ist U N Span (bgs1,--.,by) # 0. Sei 0 # x € U N Span (byy, ..., b,). Wir schreiben x =
Y i1 Sibi (si € R). Dann ist

k+l1

O<,B(x,x):—Zsi2$O.

i=k+1
Widerspruch. Analog fiir [. m|

Bemerkung 22.1. Man nennt k — [ die Signatur von p. Andererseits ist k + | = rg(f).
Wegen (k + 1) + (k=) = 2k und (k + I) — (k — ) = 2] sind k und ! durch Rang und Signatur
eindeutig bestimmt.

Beispiel 22.1. Der euklidische Raum R® hat Rang 3 und Signatur 3:

100
0 1 0f.

0 01

Der Minkowski-Raum R* der speziellen Relativititstheorie hat Rang 4 und Signatur 2:

100 O
010 O
001 0
0 00 -1

Satz 22.2. Seien V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, g : V X V — R bilinear und
symmetrisch und B = (b;;) die Matrix von 5 bzgl. einer Basis by, ..., b, von V. Genau dann ist
B positiv definit, wenn fiirm = 1,...,n gilt:

bll e blm
dp:=1": : | >0.
byi oo bum
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Beweis. Fur m = 1,...,n sei V,, := Span(b,...,b,) und B, : V,, X V,, — R die Ein-
schrankung von . Dann ist

bll cee blm

By, ==
b1 ... bum

die Matrix von B,, bzgl. der Basis by, ..., b, von V,,.

“=": Sei p positiv definit. Fiir m = 1,...,n ist dann auch g,, positiv definit. Nach Sylves-
ter besitzt (V,,, f,n) eine Orthonormalbasis. Daher existiert ein S € GL (m,R) mit
S"B,,S = 1,,. Folglich ist

1 =det1,, = detS™B,,S = (det S)*(det B,,),
d.h. detB,, > 0.
“<". Seid, >0furm=1,...,n.ImFalln =1ist V = Rb; und
B(rb1, rby) = rZ,B(bl,bl) =1?by = 1*d; > 0

tir r € R\{0}. Also ist p positiv definit.
Sei also n > 1 und die Behauptung fiir n — 1 bereits bewiesen. Dann ist ,_; bereits
positiv definit. Nach Sylvester existiert ein Basis von V, bzgl. der die Matrix von f8
folgende Form hat:

1 0

c=| Lcelo,1,-1).

0 c
Andererseits existiert ein S € GL (1, R) mit C = S”BS. Folglich ist

¢ = det C = det (STBS) = (det S)*(det B) > 0.

Also ist ¢ = 1. Nach Sylvester ist  positiv definit.

Bemerkung 22.2. Es folgt, dass  genau dann negativ definit ist, wenn gilt:
dl < O,dz > O,d3 < O,d4 > O,

Beispiel 22.2. Sei V := R", und sei a,, : V X V — R die symmetrische Bilinearform mit
Matrix

1
2
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bzgl. der Standardbasis. Dann gilt:

1 —

[A1l =1,1A,] =

1
2

Im Fall n > 2 liefert die Entwicklung nach der ersten Zeile und ersten Spalte:

1 1 1
Al =141+ (—E) Aol = 1Agal = Ml

Ein einfacher Induktionsbeweis ergibt:

Ayl = —— > 0.

Also ist a,, positiv definit.
Diese und dhnliche Bilinearformen spielen eine wichtige Rolle bei endlichen “Spiege-
lungsgruppen”.

Bemerkung 22.3. Gegeben sei eine symmetrische Matrix B € IR™". Nach der Haupt-
achsentransformation (vgl. Satz 16.5) existiert eine Matrix S € O(n) mit der Eigenschaft,
dass D := STBS eine Diagonalmatrix ist, etwa

dq 0
D = ;
0 d,

dabei sind d;, ..., d, die Eigenwerte von D und B.
Man kann annehmen, dass d, .. ., dx positiv, dis1, . . ., diy negativ und diy41, . . ., d,, gleich
Null sind. Daher sind B und D zu der folgenden Matrix kongruent:

1y 0
-1,
0 (0

Die zu B gehorende symmetrische Bilinearform g ist also genau dann positiv definit
(bzw. negativ definit), wenn die Eigenwerte d, ..., d,, von B positiv (bzw. negativ) sind.
Man sagt dann auch, dass die Matrix B positiv (bzw. negativ) definit ist.

Bemerkung 22.4. (Anwendung in der Analysis)
Die Funktion f : U — R sei in der Umgebung U des Punktes a = (ay,...,4,) € R"
definiert und zweimal stetig differenzierbar mit

af L af B
a—xl(a)—---— axn(a)—O.
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Auflerdem sei die symmetrische Matrix

af nxn
Jf(a) := (8xi8x]- (a)) eRR

positiv definit (bzw. negativ definit). Dann besitzt f in 4 ein strenges lokales Minimum
(bzw. Maximum). Das bedeutet f(b) > f(a) (bzw. f(b) < f(a)) fiir alle b # a in einer
Umgebung von a. Ist [¢(a) indefinit, so besitzt f in a kein lokales Extremum.

Bemerkung 22.5. Es seien V := R* der Minkowski-Raum und B die entsprechende
Bilinearform auf V. Eine lineare Abbildung f : V — V mit

B(f(x), f(y)) =P(x,y)  furallex,yeV

nennt man Lorentztransformation. Die Menge aller Lorentztransformationen f : V —
V ist eine Gruppe bzgl. der Komposition von Abbildungen, die Lorentzgruppe von V.
Wie sieht die Matrix A = (g;;) einer Lorentztransformation f : V — V bzgl. der Stan-
dardbasis e, €5, €3, e4 von V aus? Wir brauchen

B(f(e)), f(er) = Blej, er) fur j,1=1,2,3,4.

Dabei gilt:
4 4
B(f(ej), f(e) =B ( aije;, Z ﬂklé’k]
i=1 k=1
4 4
= Z aijanp(e;, ex) = Z a;jaqp(e;, e;)
ik=1 i=1
= M jay + iy + azjdz) — A4jd4
und
0 j=#I
Bleje) =31 j=1€(1,2,3}
-1 j=1=4

23 Lineare Algebra und Codes

Einsatzgebiete von Codes:

sichere Dateniibertragung und Datenspeicherung (Satellit-Erde, Arbeitsspeicher-Festplatte,
CD,...)

Aufgabe: Erkennung und automatische Korrektur von Fehlern.
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Kanal

Absender Empfanger
Nachricht Stirungen (Rauschen) gestorte Nachricht
KOMME HEUTE NACHT KOMME HEUTE NICHT
KOMME HEXTE NACHT

KOMME HIUTE NACHT
Wiederholt man jede Nachricht mehrfach, so konnen einzelne Fehler erkannt und kor-

rigiert werden; aber der Aufwand ist hoch.
Ziel der Codierungstheorie: Gleicher Effekt mit weniger Aufwand.

Nachricht —» | Codierung Decodierung | __, Nachricht

Modell:

Kanal

1
Rauschen

e Nachrichten bestehen aus Nullen und Einsen
e Unterteile Nachricht in “Worte” fester Lange k
0110] 1000 0100|1001
——
k=4
e Die Worte fasst man als Elemente im [F,-Vektorraum IF’E auf. (IF, = {0, 1} Korper)

e Jedes Wort wird bei der Codierung mit Zusatzinformationen versehen und erst
dann iibertragen.

Einfache Methode:
Hénge an jedes Wort ein Priifbit an, das die Summe der Eintrdge enthalt.

01100(10001|01001|10010

Dann konnen einzelne Fehler erkannt, aber nicht korrigiert werden:

10101 —00101
—11101

Verfeinerte Methode:

Hénge an jedes Wort mehrere Priifbits an: | ] —
~—— ——
k Informationsbits n—k Priifbits

Lange n
Beispiel:
Hamming-Code (1948)
eingesetzt in IBM- Grofirechnern und Telefonschaltzentralen
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k=4n=7
Nachricht
Codierung
4 7
(xlleI X3, x4) € ]F2 B (x11x2/ X3,X4,X5,X6, x7) € IFZ'

“Codewort”
Regel: X5 =X1+Xp+X3,Xg =X1+ X2+ Xgq,X7 = X1+ X3+ Xy

Beispiel: (1,0,1,0) — (1,0,1,0,0,1,0)
Beachte: Die Codierung ist eine lineare Abbildung IF, — .
Decodierung;:

_ s
[ R R
_ O
UG )
oo
o= o
_ oo

J “Hamming-Matrix”

X1 Z1
H|:|=]z2].
X7 23

Z1 0
e Falls|z,|=10{, so ist x ein Codewort.
23 0

e Berechne

Z1 0 Z1
e Im Fall (zz] * [OJ ist [ZzJ eine der Spalten von H, sagen wir die i-te. Wir dndern
Z3 0 Z3
dann den i-ten Eintrag von (xy, ..., x7) und erhalten ein Codewort.

Decodierung

¥ =(1,0,1,0,1,1,0), Hx = [0|=5.Spalte von H  —> ©(1,0,1,0,0,1,0) = x

y' =(0,0,1,1,0,0,0), Hy' =

1
0
0
1
1|= 2. Spalte von H — (0,1,1,1,0,0,0) = y
0

Probe: Hy =0
x = (x1,...,x7) beliebiges Codewert Kangl v = (X7, ..., x0).
Bei der Ubertragung trete genau ein Fehler auf, und zwar an Position i.

Dann ist x’ = x + ¢; (e; = i-ter Vektor der Standardbasis)

Folglich ist Hx" = Hx +He; = He; = i-te Spalte von H.
~——

=0
Man kann also die Position erkennen, bei der der Fehler aufgetreten ist.

Definition 23.1. Ein (bindrer) Code der Liinge n ist ein Untervektorraum C von IF]. Die
Elemente in C nennt man Codeworter.
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Beispiel 23.1. Hamming-Code C = {x € IF; : Hx = 0}: Ldnge n = 7, Dimension k = 4.
Anzahl der Elemente in IFj : 27 = 128

Anzahl der Elemente in C : 2* = 16

Sei x € C fest.

Anzahl der Elemente, die sich von x an genau einer Position unterscheiden: 7

Anzahl dieser Elemente insgesamt: 16 - 7 = 112 (Kein Element wird mehrfach gezahlt.)
Beachte: 16 + 112 = 128.

Dabher ist jedes Element in IF; entweder ein Codewort, oder es unterscheidet sich von
einem Codewort an genau einer Position.

Etwas Geometrie:
Firo = (vy,...,0,), w = (wy, ..., w,) € IF, setze allgemein:

dv,w) : = {i: v # wil|
= Anzahl der Positionen, an denen sich v und w unterscheiden

d Hamming-Distanz
v=(1,0,0,1,0,1,1),w = (1,1,0,0,1,1,0),d(v, w) = 4.

Eigenschaften: d(v,w) >0
do,w)=0v=w
d(v, w) = d(w, v)
d(u, w) < d(u,v) + d(v, w) (Dreiecksungleichung)

d Metrik auf I, (IF}, d) metrischer Raum.
Kugel um v € IF} mit Radius r > 0:

K, r)={w e, : d(v,w) < r}.

Anzahl der Elemente in K(v, r) fiir r € N, r < n:

|K(v,r)|:1+n+(721)+---+(:l).

Minimalabstand eines Codes C C IF:
0 =0(C) =min{d(v,w) : v,w € C,v # w}.
Wichtig: Hat C Minimalabstand 2e + 1, so kann C e Fehler korrigieren:
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Da sich die Kugeln nicht schneiden, gilt: 2 - |[K(v, ¢)| < 2".

Definition 23.2. Ein binédrer Code C (Lange n, Dimension k, Minimalabstand 6 = 2e + 1)
heifit perfekt, falls 25|K(v, e)| = 2" gilt.

Bemerkung 23.2. Das bedeutet, dass die Kugeln vom Radius e um Codewdérter ganz IF)
tiberdecken. (Der Raum ist also “perfekt” ausgenutzt.)

Beispiel 23.2. Der Hamming-Code ist perfekt mit Minimalabstand 3:
(0,0,0,0,0,0,0),(1,1,0,0,0,0,1) e C
Er kann also genau 1 Fehler korrigieren.

Frage: Wie sehen perfekte Codes mit Minimalabstand 5 aus? (Solche Codes konnen also
2 Fehler korrigieren.)

Sei C C IF] perfekter Code, Dimension k, Minimalabstand 5.
Beobachtung: 2 - |[K(v, 2)| = 2", also |K(v, 2)| = 2% Potenz von 2
Andererseits: |[K(v,2)| =1 +n + (g) = %

Daher ist auch n? + n + 2 = 2" %! Potenz von 2. (z.B.n =1,2,5,...)
Ordne die Elemente inIF} : w; =0...0,w, =0...01,...,w» =1... 1.
Definiere Matrix A, = (2;;) € R* x R* durch

g o= 1 falls d(wi, ZU]') =1
7710 sonst.

Randbemerkung: A, ist die Inzidenzmatrix eines Graphen I':
Ecken: Elemente in IF]
Kanten: wi— w; & d(w;, w;) = 1.
/ :
1
s [o 1 1]

0110
01 1 001
Al‘(l o) A=l 0 01
0110
. [ A 1
allgemein: A,1 = ( 1,4, )

Beachte: A, ist symmetrisch, also diagonalisierbar. (Hauptachsentransformation)
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Es existiert also eine Basis aus Eigenvektoren vy, ..., v zu Eigenwerten ry, ..., 70
Sei v :=v; und r = r;. Dann:

2= (e = ()
(1)) ()=o)

Jeder Eigenvektor von A, liefert also 2 Eigenvektoren von A,;;. Man sieht leicht,
dass diese linear unabhéngig sind, also eine Basis bilden.

Figenwerte:n =1:A; = ((1) (1)) Figenwerte: 1,-1

n=2:2,0-2

n=3:3,1,-1,-3

allgemein: {n,n —2,n—4,...,-n}

Jetzt nummerieren wir die Elemente in IF, anders:

Erst die Elemente in C

Dann die Elemente mit Abstand 1 zu den Elementen in C: C;
Schlief3lich die Elemente mit Abstand 2 zu den Elementen in C: C,
Wir definieren analog die Matrix A”:

:

Wie hingen A und A’ zusammen?

Durch Zeilen- und Spaltenvertauschungen: A’ = PAP™!, P Permutationsmatrix
Insbesondere sind A und A’ dhnlich, haben also die gleichen Eigenwerte.
Beobachtung: In A und A’ ist jede Zeilensumme gleich n. Betrachte die Zeilensum-
men in den Teilmatrizen:

ol ¥

ol ¥ | O
*

* || O
) E—

c G G Eoe
Cl0o n 0 ?
G|l 0 n-1

C2 0 2 n—2
Betrachte Zeilensummenmatrix
0 n 0
Z=1 0 n-1|eR>®
0 2 n-2
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a
a
a b
Beachte: Ist | b | Eigenvektor von Z zum Eigenwert 7, so ist | : [ Eigenvektor von A’
¢ b
c
c

zum Eigenwert r. Daher liegt jeder Eigenwert von Z in {n,n —2,n —4,...,-n}.
Charakteristisches Polynom von Z:

X -n 0
-1 x 1-n
0 -2 x—n+2

==X+ Q2-nx*+Q2-3n)x+n*-2n

=(x-n)[(x-n)?+Q2n+2)(x—n)+n*+n+2]
= y[y* + 2n + 2)y + n* + n + 2] nach Substitution y = x — n
=y(y -y —y2)

y1y2 = n? + n + 2 Potenz von 2

Also: y; = £2°,y, = £2°, 0.B.d.A.a < b.

Beachte: y3, y, negativ, auflerdem: y; + y» = —(2n + 2)

Im Fall 3 < a < bist2n + 2 durch 8, also n + 1 durch 4 teilbar. Dann ist aber

n* +n+2 = n(n+ 1) + 2 nicht durch 4 teilbar. Widerspruch.
Alsoista < 2.

a=0:y;=-1:0=(-1>-2n +2) + n* + n + 2 = n*> — n + 1 (geht nicht)
a=1: 1y =-20=(-22-An+4)+n*+n+2=n>-3n+2=>ne{l,2}.
a=21y1=-40=(-4>-@8n+8)+n*+n+2=n*-7n+10=n € {2,5}.
n=2:00,01,10,11  C = {00}

n = 5: 00000, ...,11111 C =1{00000,11111}.

Fazit: Es gibt keine “interessanten” perfekten Codes mit Minimalabstand 5 (2-fehler-
korrigierend).

Frage: Gibt es “interessante” perfekte Codes mit Minimalabstand 7?
Ja: im Wesentlichen genau einen:
den Golay-Code der Lange 23 und der Dimension 12

Beachte: 2% = 212 [1 L34 (223) . (233)]
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Satz 23.3. “Interessante” perfekte Codes mit groflerem Minimalabstand existieren nicht.
Beweis. Vorlesung Codierungstheorie o

Bemerkung 23.4. (i) Die Symmetriegruppe des Golay-Codes ist die sporadische Ma-
thieugruppe Mys.

(ii) Auf einer CD verwendet man zwei (nichtperfekte) Codes:
Langen 28, 32 Dimensionen 24, 28 Minimalabstand 5
Es wird nicht mit dem Korper [F,, sondern mit dem Korper IF,54 gearbeitet.

24 Unitdre Vektorraume

Definition 24.1. Gegeben seien C-Vektorrdaume U, V. Eine Abbildung o : UXV — C
nennt man Sesquilinearform, falls fiir alle z,z’ € C,u,u’ € U,v,v" € V gilt:

(1) o(zu +z'u’',v) = zo(u,v) + z’c(W’, v);
(i) o(u,zv +z'v") = zo(u,v) + z0(u, v').

Hier bezeichnet z = a — ib wie tiblich die zu z = a + ib (a,b € R) konjugiert komplexe
Zahl.

Bemerkung 24.1. (i) Ggf.ist0(0,v) = 0(0-0,v) = 00(0,v) = 0 fiir alle v € V und analog
o(u,0) =0 fir alle u € U.

(i) Fur Basenay,...,a, von U und by,...,b, von V nennt man
S := (o(a;, b])) e C"™"
die Matrix von o bzgl. a;,...,a, und by, ..., b,.

(iii) Seien ay,...,a,, und b},...,b;, weitere Basen von U bzw. V. Wir schreiben a; =
Yoy iy und b;. = Y1 tib; mit Elementen ry;, t;; € C. Dann ist (vgl. Bemerkung
21.2)

S :=R'ST
die Matrix von o bzgl. a/,...,a;, und b}, ..., b;; dabei ist R := (r;;) € GL (m,C) und
T = (tj) € GL(n,C). Wegen rg(S’) = rg(S) kann man den Rang von ¢ durch
rg (0) := rg (S) definieren. Es ist klar, dass man Basen von U und V so wéahlen kann,
dass die Matrix von o bzgl. dieser Basen folgende Form hat:

(B 8) (r = g (0).
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(iv) Fiir Sesquilinearformen ¢,0” : U X V — C und w, w’ € C ist auch die Abbildung
wo+w'o :UXV — C,(u,v) — wo(u,v) +w'c’(u,v),
sesquilinear; denn fiir u,u’ € U,v,v" € V,z,z’ € C gilt:
(wo +w'o")(u,zv+z'v") = wo(u,zv + z2'v") + w'o’(u, zv + 2'v')
= wlzo(u,v) + z’0(u, v)] + w'[z0’ (u,v) + 20’ (W', v)]
= z[wo(u, v) + w'o’(u,v)] + 2’ [wo(u, v') + w'o’(u,v)]
= z[wo + w'o’|(u, v) + z’[wo + w'o’(u, V')
und
(wo +w'o’)(zu +z'u',v) = -+ = z[wo + w'd’|(u,v) + z'[wo + w'd’ (1, v).

Daher bilden die Sesquilinearformen ¢ : U X V — C einen Untervektorraum
Ses (U, V;C) von Abb (U x V,C).

Satz 24.1. Fiir C-Vektorriume U, V mit Basen ay, . .. ,a,, bzw. by, ..., by ist die Abbildung
F:Ses(U,V;C) — C™", 0+ (0(a;, by))
ein Vektorraum-Isomorphismus; insbesondere ist dim (Ses (U, V; C)) = mn = (dim U)(dim V).

Beweis. Wie im Beweis von Satz 21.2 zeigt man, dass F linear und injektiv ist. Zum
Beweis der Surjektivitdt sei S = (s;;) € C""". Man rechnet leicht nach, dass die Abbildung
0:UXV — Cmit

o [Zm" w;a;, Zn: zjbj] = Zm: Zn: WiZSij (w;, z; € C)

i=1 =1 i=1 j=1

sesquilinear mit Matrix S bzgl. a4, ...,a,, und by, ..., b, ist. Daher ist F auch surjektiv. O
Beispiel 24.1. (i) Fiir jede Matrix A € C"™" ist die Abbildung
0:C"xC"—C,(x,y)— xAyT,

sesquilinear (vgl. Beispiel 21.2). Wie dort ist A selbst die Matrix von ¢ bzgl. der
Standardbasen von C" und C".

(ii) Die Abbildung
0:CxC*—C,(x,y) — Xoy1 + iX31/2,

x = (x1,%,x3) € C,y = (y1,12) € C? ist sesquilinear; die Matrix von o bzgl. der
Basen (1,0,0),(0,1,0),(i,0,1) von C3 und (1,1), (i,1) von C? ist

00
i 1].
1 i
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Bemerkung 24.2. (i) Sei V ein C-Vektorraum mit Basis by,...,b,und o : VXV — C
sesquilinear; dann nennt man S := (o(b;, b)) € C"™" die Matrix von o bzgl. by, ..., b,.

(ii) Ist b}, ..., b; eine weitere Basis von V und schreibt man b} =Y i (rij € ©),
soist R :=(r;;) € GL(1n,C), und S’ = RTSR ist die Matrix von o bzgl. b, ...,b;.

(iii) Man nennt A, B € C™" unitir-kongruent, falls B = RTAR fiir ein R € GL (1, C) ist.
Diese Relation auf C"™" ist wie tiblich reflexiv, symmetrisch und transitiv.

Definition 24.3. Seien V ein C-Vektorraum und o : VXV — C sesquilinear mit o(u, v) =
o(v, u) fur alle u, v € V. Dann nennt man ¢ hermitesch (C. Hermite, 1822-1901).

—T
Bemerkung 24.3. (i) Eine Matrix A = (a;;)) € C™" mit A = A nennt man hermitesch;
dabei ist A := (ai)).

(ii) Sei by, ...,b, eine Basis von V. Man zeigt leicht, dass eine Sesquilinearform ¢ auf
V genau dann hermitesch ist, wenn die Matrix von o bzgl. b, ..., b, hermitesch ist
(vgl. Bemerkung 21.4).

(iii) Wie tiblich definiert man Orthogonalbasen und Orthonormalbasen von (V, o).

(iv) Fiir jede hermitesche Sesquilinearform o : VXV — Cund allev € V gilt: 0(v,v) =
0(v,v),d.h.o(v,v) € R.Man nennt o positiv definit, falls 0(v, v) > O fiirallev € V'\ {0}
ist. Analog hat man die Begriffe negativ definit, positiv (negativ) semidefinit,
indefinit.

Satz 24.3. (Triigheitssatz von Sylvester)

Seien V ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum und o : V X V. — C sesquilinear und
hermitesch. Dann existiert eine Basis von V, bzgl. der die Matrix von o folgende Form hat:

1% 0
-1, .
0 Om

Dabei ist k das Maximum der Dimensionen aller Untervektorriume U von V mit der Eigenschaft,
dass die Einschrinkung U X U — C von o positiv definit ist. Analog ist | das Maximum der
Dimensionen aller Untervektorriume U von V mit der Eigenschaft, dass die Einschrinkung
U x U — C von o negativ definit ist. Insbesondere sind k, |, m unabhiingig von der Wahl der
Basis.

Beweis. Wir zeigen zundchst durch Induktion nach n := dim V die Existenz einer Ortho-

gonalbasis. Im Fall n = 1 ist nichts zu tun. Sei also n > 1. Im Fall ¢ = 0 ist auch nichts zu

tun. Seien also x, y € V mita := o(x, y) # 0. Setzt man z := a’ y,soisto(x,z) = 1.

Im Fall o(v, v) = 0 fiir alle v € V hétte man den Widerspruch
O=0(x+2zx+2)=0(xx)+0(x,z)+0(x,2)+0(z,z) = 2.

N—— N—— N—— N——
=0 =1 =1 =0
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Also existiert ein b; € V mit o(by,b;) # 0; insbesondere ist b; # 0. Wir ergdnzen b; zu
einer Basis by,¢y,...,c, von V. Furi=2,...,n sei
o(ci, by)
i =0Ci— 1
o(by, by)
Wie im Beweis von Satz 21.6 ist dann o(d;, b;) = 0. Aufserdem bilden by, d,,...,d, eine
Basis von V. Dann ist o(x, b;) = 0 fiir alle x € U := Span (d,, ..., d,). Die Einschrankung

t:UxU— C,(u,0) — o(u,)

ist auch sesquilinear und hermitesch. Nach Induktion existiert eine Orthogonalbasis
by,...,b, von (U 7). Dann ist by, b,,...,b, eine Orthogonalbasis von (V,0). Nach Um-
nummerierung konnen wir annehmen:

G(bi,bi) >0 firi= 1,...,k
olb,b)<0fari=k+1,...,k+1
ob,b)=0fari=k+1+1,...,n.

Dann bilden
by b1

al =T —_— Iak+l = T e —y ak+l+1 = bk+l+1l e /ai’l = bﬂ

V0o (by, by)l |0 (Br, D)
eine Basis von V, bzgl. der die Matrix von ¢ die gewtinschte Form hat. Wir setzen
W :=Span(ay,...,a). Ist 0 # w € W und schreibt man w = Zl;zl ria; (r; € €), so gilt:

k

k
a(w, ZU) = Z i"ﬂ’_]‘(f(bliﬂ]‘) = Z 7‘]7‘_] > 0.
j=1

ij=1

Daher ist dim W = k, und die Einschrankung W x W — C von ¢ ist positiv definit.

Wie im Beweis von Satz 22.1 zeigt man, dass fiir jeden Untervektorraum U von V mit
der Eigenschaft, dass die Einschrankung U x U — C von o positiv definit ist, gilt:
dim U < k. Analog beweist man die Eindeutigkeit von I. |

Beispiel 24.3. Gegeben sei die hermitesche Matrix

—— 1 i 2X2
S'_(—i _1)€C .

+1 O
0 1/

0o )=l o )< %)
b 2l SJ6 )b %)
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Also:

1 i\(1 O 1 4
R = ( )( L) = ( ‘/5) (Probe!)
0 1J\0 +5 0 %

Bemerkung 24.4. Seien V ein endlich-dimensionaler C-Vektorraumund o : VXV — C
sesquilinear und hermitesch. Wie in Bemerkung 22.1 definiert man die Signatur von o.

Definition 24.4. Ein unitdrer Vektorraum ist ein Paar (V, ), das aus einem C-Vektorraum
V und einer positiv definiten hermiteschen Sesquilinearform ¢ auf V besteht. Statt o(u, v)
schreibt man oft auch (u|v). Man spricht dann von einem hermiteschen Skalarprodukt
auf V.

Beispiel 24.4. Fiir n € N ist C" mit dem kanonischen hermiteschen Skalarprodukt
((wy,...,wy),(z1,...,2,)) V> W1z1 + - - - + W,Z, ein unitarer Vektorraum.

Bemerkung 24.5. (i) Nach dem Tragheitssatz von Sylvester enthdlt jeder unitdre Vek-
torraum V eine Orthonormalbasis (ONB) by, ..., b,; d.h.

(bllb]) = 61‘]‘ fur Z,] = 1,. .., n.

(ii) Wie bei euklidischen Vektorraumen beweist man fiir jeden unitdren Vektorraum V
die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (CSU):

@y Ely) < @Dy @y eV).

Genau dann gilt Gleichheit, wenn x und y linear abhéingig tiber C sind.

(iii) Daher kann man fiir jeden unitdren Vektorraum V durch ||x|| := +/(x|x) fiir x € V eine
Norm ||-]| : V — R mit den iiblichen Eigenschaften definieren. Eine entsprechende

Metrik d : V X V — R definiert man dann durch d(x,y) = [|x — y|| fir x,y € V.
Dabei gelten ebenfalls die tiblichen Eigenschaften.

(iv) Jeden C-Vektorraum V kann man nach Einschrankung der Skalarmultiplikation
auch als R-Vektorraum betrachten. Bilden b, ..., b, eine C-Basis von V, so bilden
by, iby,...,b,,ib, eine R-Basis von V; insbesondere ist dimg V = 2dim¢ V.

(v) Sei jetzt V ein unitdrer Vektorraum. Wir setzen p(z, w) := Re (zlw) und 1(z, w) :=
Im (z|w) fiir alle z,w € V. Man rechnet leicht nach, dass p ein Skalarprodukt auf
dem R-Vektorraum V ist. Auf diese Weise kann man V als euklidischen Vektorraum
ansehen. Fur alle z, w € V ist

T(z, w) = Im (zlw) = Re (=i(z|w)) = Re (zliw) = p(z, iw).

Daher ist (-|-) durch p eindeutig bestimmt.
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Definition 24.6. Seien V ein unitidrer Vektorraum und X C V. Dann nennt man
X+ :={ve V:(vlx) =0 fiir alle x € X}
den Orthogonalraum von X in V.

Bemerkung 24.6. (i) Stets ist X* ein Untervektorraum von V.

(ii) Ist dim V < oo und ist X ein Untervektorraum von V, so gilt:
V=X&Xund X =X;

insbesondere ist dim V = dim X + dim X*. Man nennt X* auch das orthogonale
Komplement von X in V.

(iii) Ist dim V < oo, so gilt fiir beliebige Untervektorraume U, U, von V:
(U + W)t = Uy NnU; und (Uy N L) = Uy + Us.
Definition 24.7. Eine Isometrie zwischen unitiren Vektorraumen U, V ist eine lineare
Abbildung f : U — V mit (f(u)|f(v')) = (ulu’) tir alle u, u” € U.
Bemerkung 24.7. (i) Ggf. ist f injektiv; denn aus f(u) = 0 folgt (ulu) = (f(u)|f(n)) =
(010)=0,d.h.u = 0.

(ii) Firjeden unitdren Vektorraum W und jede weitere Isometrie g : V — W ist auch
go f:U— W eine Isometrie.

(iii) Stets ist idy eine Isometrie.

(iv) Fiir jede bijektive Isometrie f : U — V ist auch die Umkehrabbildung f™: V —
U eine Isometrie.

(v) Fiirjeden unitdren Vektorraum V bilden die bijektiven Isometrien f : V — V eine
Gruppe U(V) bzgl. der Komposition von Abbildungen. Diese bezeichnet man als
unitire Gruppe von V. Die Elemente in U(V) nennt man auch unitdire Transforma-
tionen.

(vi) Seien V, W endlich-dimensionale unitdre Vektorrdaume, und sei f : V.— W linear
mit Matrix A = (a;;) € C™" bzgl. Orthonormalbasen 4y, ...,a,, von V und b, ..., b,
von W. Genau dann ist f eine Isometrie, wenn gilt:

(f(al)lf(a])) = (al-la]-) fir l,] = 1, o, m.
Dabei ist

n

(f@)lf(ay) = (Z ayiby| Z az]'bz] = Z ayid1j(Delbr)
p =1 ki=1

=) aud;

k=1

Daher ist f genau dann eine Isometrie, wenn gilt:| ATA = 1,,.
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(vii) Man nennt eine Matrix A € C™" unitir, wenn gilt: ATA = 1, (dh. A™' = ZT).
Die unitdren Matrizen A € C™" bilden eine Gruppe U(n) = U(n,C) bzgl. der
Multiplikation von Matrizen. Diese bezeichnet man als unitire Gruppe des Grades
n (tiber C). Fiir A € U(n) gilt:

1 = (detA)(detA),d.h.|detA| = 1.
(viii) Sei V ein unitdrer Vektorraum mit Orthonormalbasis b, ..., b,, und sei f € End (V)
mit Matrix A bzgl. by, ..., b,. Dann gilt:
fellV) e Aeln).
Ggf. ist |det f| = |det A| = 1.

Definition 24.8. Man nennt unitdre Vektorraume V, W isometrisch isomorph, wenn eine
bijektive Isometrie f : V — W existiert.

Bemerkung 24.8. (i) Wie tiblich ist diese Relation reflexiv, symmetrisch und transitiv.

(ii) Wie bei euklidischen Vektorrdumen zeigt man, dass jeder unitdre Vektorraum der
Dimension n < oo zum C" mit dem kanonischen hermiteschen Skalarprodukt
isometrisch isomorph ist.

(iii) Daher sind je zwei unitdre Vektorrdume der gleichen endlichen Dimension stets
isometrisch isomorph.

25 Adjungierte Abbildungen

Satz 25.1. Seien V, W endlich-dimensionale unitire Vektorriume und f € Hom (V, W). Dann
existiert zu jedem w € W genau ein f*(w) € V mit

(f*(w)lv) = (w|f(v))  fiiralleve V.
Die so definierte Abbildung f* : W — V ist auch linear.
Beweis. Seien x1,x, € V mit (x1|v) = (w|f(v)) = (x2|v) fiir alle v € V. Dann ist
(21 = x2]x1 = x2) = (x1]x1 — x2) — (x2]x1 — x2) =0,

also x; — x, = 0 und x; = x,. Dies beweist die Eindeutigkeit von f*(w).
Zum Beweis der Existenz seiaj, .. ., a,, eine Orthonormalbasis von V. Wir setzen f*(w) :=
Yoy (Wlf(a))ax. Furl=1,...,m gilt dann:

m

(F@la) = ), @lf@)@da) = @l f(a).

k=1

Daraus folgt leicht: (f*(w)lv) = (w|f(v)) fiir alle v € V. Die Linearitdt von f* ist nach
Definition klar. O
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Definition 25.1. Man nennt f* die zu f adjungierte (lineare) Abbildung.
Bemerkung 25.1. (i) Fiir f1, f, € Hom (V, W) und z;, z, € C gilt:

(Zlfl + ZZfZ)* = Zfl* + Zf;;

denn fiir allev € V,w € W gilt:

(z1fi + 222)*(W)|v) = (Wl(z1 f + 22£2)(©)) = (Wlz1 f1 (V) + 22 f>(0))
= z1(w|f1(0)) + (W] £2(v)) = Z1(f} (W)|v) + Z2(f5 (w)v)
= (Z1f] (W) + 22 £, (W)lv) = (@if;" + Z22f5;)(W)v).

(ii) Sei f € Hom (V, W) mit Matrix A = (a;;) € C™" bzgl. Orthonormalbasen a, ..., 4,

von V und by,...,b, von W. Dann ist ZT die Matrix von f* bzgl. b;,...,b, und
a1, ...,ay; schreibt man namlich f*(b;) = X1, x;ja; mit x;; € C, so gilt fiir alle j, k:

m

Xyj = ; xij(ailax) = (f*(bp)la) = (bjl f(ax) = [bf| ; ”lkbl]

= " @bilb) = .
I=1

Definition 25.2. Seien V ein endlich-dimensionaler unitdrer Vektorraumund f € End (V)
mit f* o f = f o f*. Dann nennt man f normal.

Satz 25.2. Seien V ein endlich-dimensionaler unitirer Vektorraum und f € End (V). Genau
dann ist f normal, wenn V eine Orthonormalbasis besitzt, die aus Eigenvektoren von f besteht.
Ggf. ist also die Matrix von f bzgl. dieser Basis eine Diagonalmatrix.

Beweis. “=": Sei f normal. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra besitzt f einen
Eigenwert c € C. Sei b ein entsprechender Eigenvektor. Wir kénnen ||b|| = 1 anneh-
men. Dann gilt:

(f*(b) = cblf*(b) — cb) = (f*B)If* (b)) — c(blf* (b)) — c(f* (b)Ib) + cc(blb)
= (bIf(f*(0)) — (OIf*(cD)) — (bl f (b)) + c(blcb)
= (bIf*(f(b)) = f*(f(D)) =0,

d.h. f*(b)) = cb. Insbesondere ist f(Cb) = Cbund f*(Cb) € Cb. DannistV = CbeW
mit W := (Cb)*. Wie iiblich zeigt man: f(W) € W und f*(W) € W. Nun ist W ein
unitdrer Vektorraum, und fiir die Einschrankung f|[W : W — W gilt: (f[W)* =
f*IW. Insbesondere ist f[IW € End (W) normal. Induktiv kann man annehmen,
dass eine Orthonormalbasis b, ..., b, von W existiert, die aus Eigenvektoren von
fIW besteht. Dann ist by := b,by,...,b, eine Orthonormalbasis von V, die aus
Eigenvektoren von f besteht.
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“«”: Umgekehrt sei by, . .., b, eine Orthonormalbasis von V, die aus Eigenvektoren von
f besteht. Die Matrix A von f bzgl. by, ..., b, ist dann eine Diagonalmatrix. Folglich

—T —T —T
ist auch A eine Diagonalmatrix; insbesondere ist AA = A A. Nach Bemerkung

25.1 ist ZT die Matrix von f* bzgl. by, ...,b,. Auierdem sind AZT und ZTA die
Matrizen von f o f* bzw. f* o f bzgl. by,...,b,. Daherist f o f* = f* o f,d.h. f ist
normal.

O

Beispiel 25.2. Die lineare Abbildung f : C* — C3, (x,y,2) — (y + z,—x + 2z, —x — 2Y)
hat die folgende Matrix bzgl. der Standardbasis:

0 1 1
-1 0 2f.

-1 -2 0

A=

Wegen A =-Aist A-A =—A> = A A. Fasst man € in iiblicher Weise als unitiren
Vektorraum auf, soistalso f o f* = f* o f, d.h. f ist normal.
Man rechnet leicht nach, dass A die Eigenwerte 0, V6i, — V6i mit zugehorigen Eigenvek-

toren
2 1 2 2 1 2
(21_]-/ 1)/ (__ - ﬁl/ = —\/El/ 1)/ (__ + ﬁl/ =+ —\/611 1)
5 5 75 5 5 5 75 5

hat. Normiert man diese Vektoren noch, so erhilt man eine Orthonormalbasis von C3,
bzgl. der f die folgende Matrix hat:

0 0 0
D=|0 V6 0 |[.
0 0 -—+vei
Definition 25.3. Eine Matrix A € C™" mit AZT = ZTA nennt man normal.

Satz 25.3. Eine Matrix A € C"™" ist genau dann normal, wenn eine Matrix S € U(n, C) existiert
mit der Eigenschaft, dass ST AS eine Diagonalmatrix ist.

Beweis. Routine O

Definition 25.4. Es seien V ein unitdrer Vektorraum und f € End (V) mit (f(x)ly) =
(x|f(y)) tur alle x, y € V. Dann nennt man f selbstadjungiert.

Bemerkung 25.4. Im Fall dimV < oo ist f genau dann selbstadjungiert, wenn f* = f
gilt. Ggf.ist f* o f = f2 = f o f*, d.h. f ist auch normal.

Satz 25.4. Seien V ein endlich-dimensionaler unitirer Vektorraum und f € End (V). Genau
dann ist f selbstadjungiert, wenn V eine Orthonormalbasis bestitz, die aus Eigenvektoren von
f zu reellen Eigenwerten besteht.
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Beweis. “=": Sei f selbstadjungiert, also auch normal. Nach Satz 25.2 existiert eine Or-
thonormalbasis by, ..., b, von V, die aus Eigenvektoren von f besteht. Die Matrix
A = (a;j) von f bzgl. by,...,b, ist also eine Diagonalmatrix. Wegen f* = f ist

T
A = A; insbesondere gilt: 411,42, ...,a4,, € R. Diese Zahlen sind aber gerade die
Eigenwerte von f.

e 7

: Es sei by,...,b, eine Orthonormalbasis von V, die aus Eigenvektoren von f zu
reellen Eigenwerten besteht. Die Matrix A von f bzgl. by, ..., b, ist also eine Dia-

gonalmatrix mit reellen Koeffizienten. Daher ist ZT =A,dh. f*=f.
O

Satz 25.5. Eine Matrix A € C™" ist genau dann hermitesch, wenn eine Matrix S € U(n,C)
existiert mit der Eigenschaft, dass S™'AS eine Diagonalmatrix mit reellen Koeffizienten ist.

Beweis. Routine; denn hermitesche Matrizen (ZT = A) entsprechen selbstadjungierten
linearen Abbildungen. (f* = f). ]

Satz 25.6. Es seien V ein endlich-dimensionaler unitirer Vektorraum und f € End (V). Genau
dann ist f € U(V), wenn eine Orthonormalbasis von V existiert, die aus Eigenvektoren von f
zu Eigenwerten vom Betrag 1 besteht.

Bemerkung 25.6. Es gilt f € U(V) & (x|ly) = (f(0)If(y)) fur allex,y € V & f*(f(x)) = x
———
=(f*F@ly)

fiir alle x € V & f bijektivund f* = f.

Ggf.ist f o f* =idy = f* o f, d.h. f ist auch normal.

Beweis. “=": Sei f € U(V), also auch f normal. Nach Satz 25.2 existiert eine Orthonor-
malbasis by, ..., b, von V, die aus Eigenvektoren von f besteht. Die Matrix A von f

bzgl. by, ..., b, ist also eine Diagonalmatrix. Wegen f* o f = idy ist ZTA =1,. Daher
haben die Koeffizienten auf der Hauptdiagonalen von A den Betrag 1. Diese sind
aber gerade die FEigenwerte von f.

e 4

: Sei by,...,b, eine Orthonormalbasis von V, die aus Eigenvektoren von f zu Ei-
genwerten vom Betrag 1 besteht. Die Matrix A von f bzgl. by, ..., b, ist dann eine

Diagonalmatrix mit ZTA =1,. Daherist f* o f =idy, d.h. f € U(V).
O

Satz 25.7. Eine Matrix A € C™" ist genau dann unitir, wenn eine Matrix S € U(n, C) existiert
mit der Eigenschaft, dass ST AS eine Diagonalmatrix mit Koeffizienten vom Betrag 1 auf der
Hauptdiagonalen ist.

Beweis. Routine. O
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Bemerkung 25.8. Gegeben sei ein unitdrer Vektorraum mit Basis a4, . .., a,. Wie in eukli-
dischen Vektorrdumen kann man aus ay, ..., 4, eine Orthonormalbasis b,...,b, von V
mit

Span(by,...,bx) =Span(ay,...,a) fuirk=1,...,n
konstruieren (Gram-Schmidt-Verfahren).

Satz 25.8. (Schur 1875-1941)
Es seien V ein endlich-dimensionaler unitirer Vektorraum und f € End (V). Dann existiert eine
Orthonormalbasis von V, bzgl. der die Matrix von f eine untere Dreiecksmatrix ist:

* 0

*x ... Xk
Beweis. Wir wéhlen eine Basis a3, ...,a, von V, bzgl. der die Matrix | von f Jordansche
Normalform hat; insbesondere ist | eine untere Dreiecksmatrix, d.h.

f(ax) € Span (ay, ... ,a,) firk=1,...,n.

Das Gram-Schmidt-Verfahren machtausa,, a,_1, . . ., a; eine Orthonormalbasis b, b,_1, ..., b;
von V mit Span (b, ..., bx) =Span(ay, ..., a) firk =1,...,n. Daher ist

f(br) € f(Span (ay, ..., ax)) € Span(ay, ...,ax) = Span (b, ..., by)
furk =1,...,n. Die Matrix von f bzgl. by, ..., b, ist also eine untere Dreiecksmatrix. O

Beispiel 25.8. V = C° mit kanonischem hermiteschen Skalarprodukt
f:C— C,(x,y,2) — (2z,x + y — z,—x + 32) linear
0 0 2

Matrix von f bzgl. Standardbasis: A =| 1 1 —1]
-1 0 3
charakteristisches Polynom: (X — 2)(X — 1)
Eigenwerte: 2,1
Eigenrdume E,(f) = C(1,0,1), E;(f) = C(0,1,0)
Ker (f —idy)? = €(0,1,0) + C(2,0,1)
Basis von V:a; = (1,0,1),a, = (2,0,1),a3 = (0,1,0)

2100
Matrix von f bzgl. ay,a;,a3: | = [ 0/1 0 ]]ordansche Normalform

0[1 1
Gram-Schmidt-Verfahren: b; = (0,1,0),b, = %(2, 0,1),b, = %(—1,0, 2) Orthonormalba-
sis von V

2 0 O
Matrix von f bzgl. by, b, b3: B = 33 } 0

2L
(Probe!)
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Satz 25.9. Zu jeder Matrix A € C™" existiert eine Matrix S € U(n, C) mit der Eigenschaft,
dass S™AS eine untere Dreiecksmatrix ist.

Beweis. Wie tiblich. O

26 Untergruppen, Nebenklassen, Normalteiler

Bemerkung 26.1. Wir wissen, dass eine Gruppe eine Menge mit einer assoziativen Ver-
kniipfung ist, die (genau) ein neutrales Element ¢ = 1 [1g = ¢ = g1 fiir alle g € G]
enthilt und zu jedem g € G ein inverses Element ¢! [¢¢™! =1 = ¢7'¢]. Die Ordnung |G|
ist die Anzahl der Elemente in G. Ist ab = ba fur alle a,b € G, so heifst G abelsch oder
kommutativ.

Definition 26.1. Eine nichtleere Teilmenge H einer Gruppe G nennt man Untergruppe
von G, falls gilt:

(i) a,be H=abeH.
(i) ae H=a'€H.
Man schreibt dann H < G, im Fall H # G auch H < G.

Bemerkung 26.2. (i) Sei H < G. Dann existiert ein Element a € H. Nach Definition ist
a7l € Hund 1 = aa™! € H. Daher ist H selbst eine Gruppe mit der entsprechend
eingeschrankten Verkniipfung, und die neutralen Elemente von G und H stimmen
tiberein.

(ii) Eine nichtleere Teilmenge H einer Gruppe G ist genau dann eine Untergruppe von
G, wenn gilt:
(x) abeH=ab'eH

Dies ist eine leichte Ubung.

(iii) Fiir Untergruppen H, K von G ist offensichtlich HNK < G. Allgemeiner ist (;;; H; <
G tiir jede Familie (H;);e; von Untergruppen H; von G.

Beispiel 26.2. (i) (Z,+) < (Q,+) < (R, +) < (C, +).
(i) (Q\{0},) < (R\{0},) <(C\{0},).
(iii) n € N = O(n,R) < GL (n,R), U(n,C) < GL (1, C).

(iv) Fiirjeden Korper K und jeden K-Vektorraum Vist GL (V) < Sym (V). [Fiir jede Men-
ge X ist Sym (X) die symmetrische Gruppe auf X, d.h. die Gruppe aller bijektiven
Abbildungen (Permutationen) g : X — X]
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(v) Fiir jede Gruppe G ist {1} < G und G < G. Man nennt 1 := {1} die triviale Unter-
gruppe von G. Untergruppen H < G nennt man echte Untergruppen von G.

(vi) Fiir jede Gruppe G und jedes a € G ist
(ay:={a":ne”Z}<G;

man nennt {(a) die von a erzeugte zyklische Untergruppe von G. Im Fall G = (Z, +)
und a = 5 ist also
(a) =1{0, 45,10, ...} = 5Z.

Im Fall G = Sym (3) := Sym ({1,2,3}) und a = (; % g) ista? = 1,a°> = a,... und
a=a"',dh. {(a)=1{1,a}.

Definition 26.3. Seien G eine Gruppe und H < G. Fiira € Gnennt man aH := {ah : h € H}
die Linksnebenklasse und Ha := {ha : h € H} die Rechtsnebenklasse von a nach H.
Mit G/H = {aH : a € G} und H\G := {Ha : a € G} bezeichnen wir die Menge aller
Linksnebenklassen bzw. Rechtsnebenklassen von G nach H.

Bemerkung 26.3. (i) Fiira € Gist
Ha'={ha':heH})={k'a":keH}={@ak)™":keH).

Fiir jede Linksnebenklasse X nach H ist also X! := {x™! : x € X} eine Rechtsneben-
klasse nach H. Die Anzahl aller Linksnebenklassen nach H in G stimmt also mit
der Anzahl aller Rechtsnebenklassen nach H in G tiberein. Diese bezeichnet man
als Index von H in G. Man schreibt dafiir |G : H|.

(ii) Fira,b € G gilt:
aHNbH # 0 © aH = bH © a™'b € H;

Zum Beweis sei zunichst ¢ € aH N bH. Wir schreiben ¢ = ahg mit hy € H. Fiirh € H
ist dann ch = ahgh € aH und ah = chalh € cH. Alsoist cH = aH und analog cH = bH,
d.h.aH = bH.
Seijetzt aH = bH. Dannista =a -1 € aH = bH, also a = bh fiir ein h € H. Daher ist
alb=h"'ecH.
Seijetzta'b € H. Dannistb =a-a'b € aH N bH.

(iii) Fiira € G ist die Abbildung
H — aH,h > ah,

bijektiv; insbesondere ist [aH| = |H|.
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Satz 26.3. (Lagrange 1736-1813)
Fiir jede Untergruppe H einer Gruppe G gilt:

|Gl =G : H| - |H|;
insbesondere sind |H| und |G : H| im Fall |G| < oo Teiler von |G|.

Beweis. Nach den obigen Bemerkungen liegt jedes Element aus G in genau einer Links-
nebenklasse nach H, und jede Linksnebenklasse nach H enthdlt genau |H| Elemente. O

Beispiel 26.3. (i) G =Sym(3),H = (4) mita = ; % g .

Dann ist |G| = 3! = 6 und |H| = 2, also |G : H| = 3. (Probe!)
(ii) G = Z,H = 5Z. Die Linksnebenklassen sind

0+5Z=1{...,-10,-5,0,5,10,...}
1+45Z=1...,-9,-4,1,6,11,...}
2+5Z={...,-8,-3,2,7,12,...}
3+5Z={...,-7,-2,3,8,13,...}
4+5Z={...,—6,-1,4,9,14,...}

Daher ist |Z : 5Z| = 5. Analog ist |Z : nZ| = n fiir n € IN.
Satz 26.4. Fiir eine Untergruppe H einer Gruppe G sind dquivalent:
(1) aH = Ha fiir allea € G.
(2) aHa™ = H fiir allea € G.
(3) aHa™' C H fiir allea € G.
Beweis.
(1) © (2) = (3): Klar.
(3) = (2): Sei (3) erfiillt und a € G. Dann gilt:
H=aa'H@") " a! CaHa™.
T
O

Definition 26.4. Ggf. nennt man H normal in G oder Normalteiler von G. Man schreibt
H < G,imFall H # G auch H <« G.

Beispiel 26.4. (i) Stetsist1 <G und G <G.
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(ii) Aus H<Gund K <G folgt HN K < G; denn fiir a € G gilt:
a(HNK)=aH NaK = HaN Ka = (H N K)a.
Allgemeiner ist ();;; H; < G fiir jede Familie (H;);e; von Normalteilern H; von G.
(iii) In einer abelschen Gruppe ist jede Untergruppe normal.

(iv) Jede Untergruppe H von G mit |G : H| = 2 ist normal in G; denn die einzigen
Linksnebenklassen (Rechtsnebenklassen) nach H in G sind H und G \ H.

W) G=Sym(3),H=(b)mitb=(; 29

Dann ist H = {1,b, b*} (nachrechnen!), also |H| = 3 und |G : H| = 2 nach Lagrange.
Folglich ist H < G.

1 2 3
213

RIS (R A | R Y R S

Satz 26.5. Fiir jeden Normalteiler N einer Gruppe G wird die Menge G/N aller (Links-)
Nebenklassen von G nach N zu einer Gruppe, wenn man definiert:

(vi) G=Sym(3),H = (a) mita = ( ) Dann ist H # G wegen

(aN)(bN) :=abN  fiira,b € G.
Definition 26.5. Man nennt G/N die Faktorgruppe von G nach N.

Beweis. Wir zeigen zunédchst, dass die Verkniipfung in G/N “wohldefiniert” ist, d.h. nicht
von der Schreibweise der Nebenklassen abhdngt. Dazu seiena,a’,b,b" € G mitaN = a’N
und bN = I’N. Dann ist a~'a’ € N, also auch b~'a'a’b € N. Folglich ist abN = a’'bN und
analog a’bN = a’b’N. Offensichtlich ist die Verkniipfung in G/N assoziativ, neutrales
Element ist IN = N, und (aN)~! = a~'N fiira € G. m|

Beispiel 26.5. G = Z,H = 5Z. Dann ist
G/H=272/57Z.={0+572,1+527,2+ 57,3+ 57,4 + 57}
eine Gruppe der Ordnung 5 bzgl. +. Z.B. ist
(3+5Z)+(4+57)=7+57 =2+57.

Definition 26.6. Seien G, H Gruppen. Eine Abbildung f : G — H mit f(ab) = f(a)f(b)
tir alle a, b € G nennt man Homomorphismus.
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Bemerkung 26.6. (i) Ggf. ist
f(le) = fAe)1n = fAe)f(1e)f(le)™ = fc - 16)f(1e) ™" = 1n.
Ferner gilt fiir alle g € G:

f&) = f@N1u =N = &g 9f(®)
= fAf(@7 = 1uf(9)™" = f(e)™"

(ii) Sind G, H, K Gruppenund f : G — H, g : H — K Homomorphismen, so ist auch
go f: G— Kein Homomorphismus; denn fiir 4,b € G gilt:

(g o f)lab) = g(f(ab)) = g(f(a)f (D)) = g(f(a)g(f (b)) = (g © f)a) - (g © f)(b)-

Beispiel 26.6. (i) Fiir jede Gruppe G ist die konstante Abbildung G — G,a +— 1 ein
Homomorphismus.

(ii) Die Abbildung f : (R,+) — (R \ {0}, ), x = 2" ist wegen f(x + y) = 2¥7¥ =22V =
f(x)f(y) tir x, y € R ein Homomorphismus.

(iii) Fiir n € N und jeden Korper K ist die Abbildung
GL(n,K) — K\ {0}, A +— det A
ein Homomorphismus.

Satz 26.6. Fiir jeden Homomorphismus von Gruppen f : G — H gilt:
(i) Ist U < G, soist f(U) < H; insbesondere ist Bld (f) = f(G) < H.
(ii) Ist U < G, so ist f(U) < f(G), aber nicht unbedingt f(U) < H.

(iti) Ist V< H,soist (V) <G.

(iv) Ist V< H,soist f{(V)<G.

Beweis. (i) Wegen U # Qist f(U) # 0. Seien x, y € f(U). Wir schreiben x = f(a), y = f(b)
mit a,b € U. Dann gilt:

xy' = f@f®)" = fl@f() = f(ab™") € f(U).

el
(ii) Seien y € f(G) und y = f(x) mit x € G. Dann gilt fiir u € U:
yfy™ = f)fw) )™ = flxux™) € f(U).

eu
Also ist f(U) < f(G).
Seien G = ; % §)>,H = Sym(3) und f : G — H die Inklusionsabbildung.

Dannist G < G, aber f(G) = G £ H.
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(iii) Wegen f(1g) = 1y € Vist 1 € f71(V), also f~}(V) # 0. Seien a,b € f~1(V), d.h.
F@), f(b) € V. Dannist f(ab™) = f(@)f(b)" € V, d.h. b~ € F1(V).

(iv) Seiena € Gund b € f71(V), d.h. f(b) € V. Dann ist f(aba ') = f(a)f(b)f(a)™' € V,
d.h.aba™ € (V).
O

Bemerkung 26.7. Fiir jeden Homomorphismus von Gruppen f : G — H ist
Ker (f) := f'({1lu) = la € G: f(a) = 14} < G;
man nennt Ker (f) den Kern von f.

Beispiel 26.7. (i) Fiir n € N und jeden Korper K ist
SL (n,K) = {A € GL(n,K) : detA = 1} < GL (1, K).
Man nennt SL (1, K) die spezielle lineare Gruppe des Grades n iiber K.

(ii) Analog ist
SO(n, R) := SO(n) := {A € O(n) : det A = 1} < O(n);

man nennt SO(n) die spezielle orthogonale Gruppe des Grades n (iiber R).
(iii) Analog ist
SU(n,C) := SU(n) :={A € U(n) : detA =1} < U(n);
man nennt SU(n, C) die spezielle unitire Gruppe des Grades n (iiber C).
Satz 26.7. Ein Homomorphismus von Gruppen f : G — H ist genau dann injektiv, wenn
Ker (f) = {1¢} ist.

Beweis. “=": Sei f : G — H injektiv. Wegen f(1g) = 1y ist 1 € Ker(f), d.h. {1} C

Ker (f).
Sei umgekehrt x € Ker (f). Dann ist f(x) = 1y = f(1¢), also x = 15 wegen der

Injektivitdt von f. Daher ist Ker (f) = {1¢}.

“&": Sei Ker (f) = {1¢}. Fiir Elemente x, y € G mit f(x) = f(y) giltdann: 1 = f(x)f(y) ™" =
f(xy™). Daher ist xy™ € Ker (f) = {1g}, dh. xy ! = lgund x = v.
O

Definition 26.8. Einen injektiven Homomorphismus nennt man Monomorphismus,
einen surjektiven Homomorphismus Epimorphismus und einen bijektiven Homomor-
phismus Isomorphismus.

Beispiel 26.8. (i) Fiirjede Untergruppe H einer Gruppe G ist die Inklusionsabbildung
H — G ein Monomorphismus.
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(ii) Fiir jeden Normalteiler N von G ist die Abbildung
f:G — G/N,g|_)gN/

ein Epimorphismus; man nennt f den kanonischen Epimorphismus von G auf G/N.
Fiira € G gilt:
a€Ker(f) ©®aN=1N aeN.

Daher ist Ker (f) = N.
(iii) Stetsistidg : G — G ein Isomorphismus.

(iv) Ist f : G — H ein Isomorphismus, so auch f™' : H — G; denn fiir a,b € H gilt:

f@b) = IS @) - fFTO) = FSS @ f10)) = F @f ().

Bemerkung 26.8. Man nennt Gruppen G, H isomorph und schreibt G = H, wenn ein
Isomorphismus f : G — H existiert. Wie tiblich ist diese Relation reflexiv, symmetrisch
und transitiv.

Beispiel 26.9. (i) Seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum mit Basis b, ..., b,.
Dann ist die Abbildung
F:GL (V) — GL (n,K),

die jedem Vektorraum-Isomorphismus f : V — V seine Matrix bzgl. by,...,b,
zuordnet, ein Gruppenisomorphismus; insbesondere gilt:

GL (V) = GL (1, K).

(ii) Analog gilt fiir jeden euklidischen Vektorraum V der Dimension n < co:

O(V) = O(n).

(iii) Analog gilt fiir jeden unitdren Vektorraum V der Dimension n < co:
) = U(n).

Satz 26.9. (Homomorphiesatz)
Fiir jeden Homomorphismus von Gruppen f : G — H ist die Abbildung

F:G/Ker(f) — Bld (f), aKer(f) — f(a),
ein Isomorphismus von Gruppen; insbesondere gilt:

G/ Ker (f) = Bld (f).
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Beweis. Wir zeigen zunidchst, dass F wohldefiniert ist; dazu seiena,a” € G mit aKer (f) =
a' Ker (f), dh.a'a’ € Ker (f). Dannist 1 = f(a 'a’) = f(a) ' f(a'), d.h. f(@') = f(a).
Fira,b € Gist

F(aKer (f) - bKer (f)) = F(abKer (f) = f(ab) = f(a)f(b) = F(aKer (f))F(bKer (f)).

Daher ist F ein Homomorphismus.

Seien a4,b € G mit F(aKer(f)) = F(bKer(f)), d.h. f(a) = f(b). Dann ist f(a"'b) =
f(a) 1 f(b) =1, d.h. a'b € Ker (f) und a Ker (f) = bKer (f). Daher ist F injektiv.
Offensichtlich ist F auch surjektiv. m|

Beispiel 26.10. (i) Fiir n € IN und jeden Korper K folgt aus dem Homomorphie-Satz:
GL (n,K)/SL (n,K) = K\ {0}.

(ii) Analog ist O(11)/SO(n) = {1, —1}; insbesondere ist |O(n) : SO(n)| = 2.
(iii) Analog ist U(n)/SU(n) = {z € C: |z| = 1}.

Definition 26.11. Ein Endomorphismus (bzw. Automorphismus) einer Gruppe G ist ein
Homomorphismus (bzw. Isomorphismus) f : G — G.

Bemerkung 26.11. Man zeigt leicht, dass
Aut (G) := {f : G — G|f Automorphismus}

eine Untergruppe von Sym (G) ist. Man nennt Aut (G) die Automorphismengruppe von
G.

Beispiel 26.11. Fiir jedes Element x einer Gruppe G ist die Abbildung
f:G— G,a+ xax},
ein Automorphismus von G; denn fiir a,b € G gilt:
F:@) £ (b) = xax 'xbx™" = xabx™' = f,(ab).

Aus fi(a) = fi(b) folgt xax™' = xbx7?, also a = b. Ferner ist fy(x"'cx) = xx~texx™ = ¢ fiir
ceG.
Man nennt f, den von x induzierten inneren Automorphismus von G.

27 Nichtnegative Matrizen

Definition 27.1. Fir A € C"™" nennt man
p(A) := max{|r| : r Eigenwert von A}

den Spektralradius von A.
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Satz 27.1. Fiir A € C™" mit p(A) < 1 gilt:
(i) Die Folge (A¥)en konvergiert in C™" gegen die Nullmatrix.
(ii) Die Reihe Y., Ay konvergiert in C™" gegen (1,—A)~'; insbesondereist 1,—A € GL (n, C).

Bemerkung 27.1. Bekanntlich sind alle Normen auf C*" dquivalent; daher kommt es
bei der Konvergenz nicht auf die Wahl der Norm an.

Beweis. (i) Sei S € GL (n,C) derart, dass | := S'AS Jordan-Normalform hat. Dann ist
lim AF = lim (S JSTHE = lim S Jks7t = S(lim J5s,

k— o0

da die Multiplikation mit S und S stetig ist. Wegen p(A) = p(J) geniigt also zu
zeigen: limy_., J* = 0. Dabei kénnen wir annehmen, dass | selbst ein Jordan-Block

1st:
r 0
1 . .
J= o mitre C,|r| < 1.
0 1 r
Fiir k > n gilt dann:
r 0
krk1
k\ s
JF = (2) ' =
(nfl)rk‘”” R

(ii) Beim Beweis der Konvergenz von Y., AF kénnen wir wie in (i) annehmen, dass A
Jordan-Normalform hat und sogar ein Jordan-Block ist. Dann miissen wir zeigen,
dass fiir |r| < 1 die Reihen



konvergieren. Dies ist aber klar (Analysis!).
Also konvergiert die Reihe. Fiir ihren Grenzwert gilt wie tiblich:

(1, —A)iAk = iAk - iAk” =1,.
k=0 k=0 k=0

Folglich ist Y oy A* = (1, — A)~L.

Definition 27.2. Fiir A = (a;}), B = (b;j) € R™" schreiben wir
(i) A < B (oder B > A), falls a;; < b;; fiir alle i, j ist.
(ii) A < B (oder B > A), falls a;; < b;; fiir alle i, j ist.
Im Fall A > 0 nennt man A nichtnegativ, im Fall A > 0 positiv.
Beispiel 27.2. (i) Fiir beliebige C = (c;;) € C"™" ist C* := (|c;;]) > 0.
(ii) Matrizen, die Ubergangswahrscheinlichkeiten enthalten, sind stets nichtnegativ.
(iii) Matrizen, deren Koeffizienten gewisse Anzahlen sind, sind stets nichtnegativ.

Definition 27.3. Eine quadratische Matrix A = (a;)) € C™" heifst zerlegbar, wenn eine
disjunkte Zerlegung {1,...,n} = IU] existiert mit I # 0 # Jund a;; = O fiirallei € I, j € J.
Andernfalls heifst A unzerlegbar.

Bemerkung 27.3. A ist also genau dann zerlegbar, wenn eine Permutationsmatrix P €
C™" existiert derart, dass P"'AP die folgende Form hat:

B 0
—1 _
P AP = (C D)'

Dies ist genau dann der Fall, wenn eine Permutationsmatrix Q € C™" existiert derart,
dass Q'AQ die folgende Form hat:

wasf) )

0 1
].]
1 0

Daher ist A genau dann zerlegbar, wenn A” zerlegbar ist.

[Zum Beweis betrachte man Q := P

Beispiel 27.3. A € R™" positiv = A unzerlegbar.

Satz 27.3. Sei A € R™" unzerlegbar mit A > 0. Dann ist (1, + A)"~! > 0.
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Beweis. Es gentigt zu zeigen, dass (1, + A)" 'y > 0 fiir alle y € R™! mit 0 # y > 0 gilt;
denn fiiri=1,...,nist (1, + A)"le; die i-te Spalte von (1, + A)""!. [Dabei ist ¢y, . . ., ¢, die
Standardbasis von R™1.] Sei also y € R™! mit 0 # y > 0. Dann geniigt es zu zeigen, dass
z:= (1, +A)y = y+ Ay mehr von 0 verschiedene Koeffizienten enthilt als y. Wir nehmen
also an, dass y und z = y + Ay gleich viele [und damit die gleichen] von 0 verschiedenen
Koeffizienten haben. Nach Permutation der Koeffizienten konnen wir annehmen:

y= (g),z = (8) mit u > 0,0 > 0.

Entsprechend schreiben wir:
An A
A= .
(A21 Azz)

Dann gilt:
(AN + A11 A12 A u+A11u
0] \o A21 Azz 0] A21u ’
d.h. Ay;u = 0. Wegen u > 0 folgt Ay; = 0. Also ist A zerlegbar. Widerspruch. |

Satz 27.4. (Perron-Frobenius)
Sei A = (a;;) € R™" unzerlegbar mit A > 0. Dann ist p(A) Eigenwert von A, der entsprechende
Eigenraum ist 1-dimensional und wird von einem positiven Vektor aufgespannt.

Beweis. EsseiM := {x e R™!: 0 # x > 0}. Fiirx = (x4, ...,x,)" € M setzen wir

n

. (1 .
Ty ::mm{— Zaikxk :1:1,...,n,x1-¢0}.
Xi k=1
————

i—ter Koeffizient von Ax
Dannistr, > 0und rx; < Y agxy fiiri = 1,...,1, d.h. r,x < Ax. Genauer gilt:
re = max{r € R:rx < Ax}.
Wir wollen zeigen, dass die Funktion
fTM—Rx+—r,

ihr Maximum annimmt. Fiir s € R mit s > 0 ist offenbar 7,, = r,. Daher brauchen wir bei
der Suche nach einem Maximum von f nur die Elemente in

N:={xeR™ :x>0und (x]x) = 1}

zu betrachten; dabei ist (-|-) das Standardskalarprodukt auf dem R™!. Die Menge N ist
kompakt, aber f ist nicht unbedingt stetig auf N. Daher kann man das tibliche Argument
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aus der Analysis nicht direkt anwenden. Als Bild von N unter einer stetigen Abbildung

1st
P:={1+A)"'x:x€eN}

auch kompakt, besteht aber nach Satz 27.3 aus lauter positiven Elementen. Fiir x € N ist
y:=(1+A)"'x € P,und aus r,x < Ax folgt durch Multiplikation mit (1, + A)"™! > 0:

ry <Ay, dh.r. <r,.

Auf der Suche nach einem Maximum von f konnen wir uns also auf die Menge P
beschranken. Da P aus lauter positiven Elementen besteht, ist f auf P stetig, nimmt
also dort ihr Maximum r an. Die Elemente z € M mit r, = r nennen wir extremal. Wir
behaupten:

(@) r > 0, und r ist Eigenwert von A.
(b) Jedes extremale z € M ist positiv und Eigenvektor von A zum Eigenwert r.

Zum Beweis sei u := (1,...,1)T. Dann ist r, = min{};_;ax : i = 1,...,n}. Da A keine
Nullzeile enthalten kann (sonst wire A zerlegbar) ist , > 0, also auch r > r,, > 0.

Sei jetzt z € M extremal. Dann ist x := (1, + A)" "'z > 0.

Annahme: Az # rz. Dann ist Az —rz > 0, also (1, + A)" }(Az — rz) > 0, d.h. Ax —rx > 0.
Daher existiert ein € > 0 mit (r + €)x < Ax, und wir haben den Widerspruchr, > r+e€ > r.
Also ist Az = rz, d.h. z ist Eigenvektor von A zum Eigenwert r. Daher gilt:

O<x=(1,+A)"z=1+7r""z

Folglich ist auch z > 0, und (a) und (b) sind bewiesen.

Als nédchstes zeigen wir: r = p(A).

Zum Beweis sei s € C ein beliebiger Eigenwert von A und y € C” ein entsprechender
Eigenvektor, d.h. Ay = sy. In dieser Gleichung gehen wir zu den Betrdgen {iber und
erhalten |s|y™ < Ay™. Folglich ist |s| <7+ < 7.

Wir miissen noch zeigen, dass der Eigenraum von A zum Eigenwert r eindimensional
ist. Sei also 0 # y € C™! mit Ay = ry. Die obigen Uberlegungen zeigen, dafl y* € M
extremal ist. Nach (b) ist y* >0, d.h. y = (yy,...,y,) mity; #0firi=1,...,n.

Seiauch 0 # ¥’ = (v,...,¥,) € €' mit Ay’ = ry’. Dann ist auch y” := y’ — %y e C™
mit Ay” = ry”. Wegen y” = (0, %,..., )T zeigen die obigen Uberlegungen: v = 0, d.h.
Yy’ € Cy. Damit ist der Satz bewiesen. |

Satz 27.5. Sei A = (a;;) € R™" unzerlegbar mit A > 0. Dann gilt:
(i) Ist Aw = swmits € R,w € R™ und 0 # w > 0, so ist s = p(A).

(ii) p(A) ist einfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms xa von A.
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Bemerkung 27.5. Die Jordan-Normalform von A hat also die Form

j= (P 0
0 BJ)’
wobei p(A) kein Eigenwert von B ist.

Beweis. (i) Sicher ist AT € R™" unzerlegbar mit AT > 0 und p(AT) = p(A). Nach Satz
274 existiert ein z = (z1,...,2,)" € R™ mitz > 0 und A"z = p(A)z. Schreibt man
w = (wy,...,w,)", so gilt fiir das Standardskalarprodukt auf R™!:

s(zlw) = (zlsw) = (z|Aw) = Z Z; [Z ajl-wi]

j=1 i=1
=Y. [Z a]-,-zj] w; = (ATzlw) = (p(A)zlw) = p(A)(zlw).
i=1 \ j=1
Wegen z > 0 und w > 0 ist dabei (zlw) > 0, d.h. s = p(A).

(ii) Die Abbildung g: V := C™ — V,x > Ax ist linear. Nach Satz 27.4 existiert ein
=01, ..., yn)" € R mity > 0und Ker (g — p(A) idy) = Cy. Wir miissen zeigen:

Ker (g — p(A)idy)* = Ker (g — p(A) idy).
Sei also w = (wy, ..., w,)" € Ker (¢ — p(A) idy)?. Dann ist
(g — p(A)idy)(w) € Ker (g — p(A)idy) = Cy,

d.h. (¢—p(A) idy)(w) = ay fiireina € C. Wiein (i) existierteinz = (zy,...,z,)" € R™!
mit z > 0 und A’z = p(A)z. Daher gilt fiir das kanonische hermitesche Skalarpro-
dukt auf C™:

a(ylz) = (aylz) = (g = p(A)idv)(w)lz) = (A = p(A)1,)wlz) = (Awlz) — p(A)(wlz)

= Zn: Zn: a;jw;z; — p(A)(wlz) = Zn: w; [va‘ ElijZi] - p(A)(wlz)

i=1 j=1 j=1 i=1

= (WlA"z) - p(A)(wlz) = (WIA"z - p(A)z) = (w|0) = 0.

Wegen y > 0 und z > 0 ist (ylz) > 0, d.h. 2 = 0 und damit w € Ker (g — p(a)idy).
O

Satz 27.6. Seien A = (a;)) € R™" unzerlegbar und C := (c;j) € C™" mit (0 <)C* < A. Dann
ist p(C) < p(A). Ist y ein Eigenwert von C mit |y| = p(A), so ist C = p();l)DAD‘1 mit einer
Diagonalmatrix D € C™", deren Koeffizienten auf der Hauptdiagonalen alle den Betrag 1 haben.
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Beweis. Sei y € C Eigenwert von C, und sei 0 # y € C” mit Cy = yy. Dann ist
lyly* < Cty* < Ay*. Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis von Satz 27.4 ist also
[yl < ry+ < p(A). Dies zeigt: p(C) < p(A).

Im Folgenden sei |y| = p(A). Dann ist y* ein extremaler Eigenvektor von A; wie im
Beweis von Satz 27.4 gezeigt, ist also y* > 0. Ferner ist Ay™ = C*y™ = p(A)y". Wegen
y* > 0und C* < A folgt C* = A. Wir schreiben y = (y1,...,y,)" mit y; = |y;le*/ und
p; € Rfir j=1,...,n. Wir setzen

el 0
D = .
0 e

Dann ist y = Dy*. Wegen Cy = yy folgt CDy* = yDy*, d.h. D"'CDy* = yy* und
A
%D%CDyJr = p(A)y" = Ay" = C'y". Nach Konstruktion ist F* = C* = A, d.h.
—————
=:F

Fy* = F'y*. Wegen y* > 0 folgt F = F* = A, d.h. A = 22D"ICD. O

Satz 27.7. Sei A = (a;;) € R™" unzerlegbar mit A > 0. Ferner habe A genau k Eigenwerte
r1,...,1c € C vom Betrag p(A). Bei geeigneter Nummerierung ist dann r; = e*™1*p(A) fiir
j=1,...,k Fernersind ry,...,r einfache Nullstellen des charakteristischen Polynoms x 4 von
A, und fiir jeden Eigenwert r € C von A ist auch e*™/*r ein Eigenwert von A.

Bemerkung 27.7. Das bedeutet, dass die Menge der Eigenwerte von A invariant unter
Drehungen um den Winkel 22 ist.

Beweis. Fiir j = 1,...,k sei r; := ¢%ip(A) mit ¢; € R. Wir wenden Satz 27.6 mit C := A
und y := r; an. Es existiert also eine Diagonalmatrix D; € C™", deren Koeffizienten
auf der Hauptdiagonalen alle Betrag 1 haben, mit A = ei(PfD]'AD]fl. Die Eigenwerte
von A stimmen also mit denen von DjAD]T1 = ¢ A {iberein. Fiir I = 1,...,k ist also
e iei?ip(A) = e @=9)p(A) Eigenwert von A, d.h. @) € {¢i#1,. .. ¢} =: U. Dies zeigt,
dass U eine Untergruppe der Ordnung k von C \ {0} ist.

Fiir v € U ist U = 1U = U. Folglich ist [T, # = [T,ey ot = 0" [1,ey #, dh. oF = 1. Die
Elemente in U sind also Losungen der Gleichung X* = 1 in C; bekanntlich hat diese
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Gleichung die Losungen e*™//%(j = 0,1, ...,k — 1) in C. Bei geeigneter Nummerierung ist
also e = ™Ik, d.h. r; = ™% p(A) fiir j = 1,..., k. Die iibrigen Aussagen folgen leicht.

™ nith

O

Satz 27.8. Sei A € R™" unzerlegbar mit A > 0. Ferner habe A genau k komplexe Eigenwerte
vom Betrag p(A). Dann existiert eine Permutationsmatrix P € R™" derart, dass PAP™! die
folgende Form hat:

0 Ap, 0 ... ... 0
PAP™! =

: .0

0 0 ... ... 0 Ak

Aq 0 ... ... 0 0

Beweis. Nach den vorigen Sdtzen und Beweisen existieren eine Diagonalmatrix D € C™"
mit Koeffizienten vom Betrag 1 auf der Hauptdiagonalen, so dass gilt:

A = e™*DAD™.
Fiir jede Permutationsmatrix P € R™" gilt also:
PAP™! = ™/K(PDP~Y)(PAP Y (PDP 1)L,

dabei ist PDP~! wieder eine Diagonalmatrix. Indem wir A notfalls durch PAP™! ersetzen
konnen wir annehmen, dass D die folgende Form hat:

€11, 0
D= (01,...,6, €[0,2n] paarweise verschieden).
0 eonl,

Da wir D noch mit einem Skalar vom Betrag 1 multiplizieren konnen, diirfen wir 6; = 0
annehmen. Wir zerlegen A entsprechend:
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Aus A = #™*DAD™ ergibt sich:
Ajl — ez’(Zn/k+é]‘—(‘>z)Aﬂ (]/l =1,..., m)

Im Fall A; # 0 ist also e@/¥*%=%) = 1. Da 6y, ...,0, € [0,2n[ paarweise verschieden sind,
existiert zu jedem j € {1,...,m} hochstens ein ] € {1,...,m} mit A; # 0 (und e/@/*+0-%) =
1). Da A unzerlegbar ist, existiert zu jedem j € {1,...,m} genau ein [ € {1,...,m} mit
Aj # 0 (und e = ¢@/k+%)) Durch Permutation der Blocke €11, ,...,e%"1, in D kénnen
wir erreichen:

01=0 (wie bereits vereinbart)
2
A12¢OUHd62: 77—(
271

A23 * 0 und 53 = 27

2
Aprx # 0und 6 = (k 1)7”.

Seil e {1,...,m) mit Ay # 0. Dann ist e = ¢/®™/k+%) = 1 = ¢ also = 1. Esistalsom >k,
und A hat die Form

0 A, 0 ... ... 0
A= .0 |0
0 0 ... ... 0 A
Aq 0 0 0
* *

Da A unzerlegbar und die linke obere Teilmatrix quadratisch ist, folgt die Behauptung.
O

Bemerkung 27.8. Im Fall a;; # O fiirein j € {1,...,n}istalso k = 1.

Satz 27.9. Sei A = (a;j) € R™" unzerlegbar mit A > 0. Fiir x = (x1,...,%,)" € R®™ mitx >0
Qilt dann:

min{Zajkxk/xj 1= 1,...,n} <p(A) < max{z ApXe/xj: ] = 1,...,n}.
k=1 k=1
Insbesondere ist

min{Zajk:jzl,...,n} Sp(A)Smax{Zajk:jzl,...,n}.

k=1 k=1
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Beweis. Wir wéhlen z = (z1,...,2,)T € R mitz > 0und A’z = p(A)z. Firj=1,...,n

setzen wir
n

Y= Za]-kxk und t; := y;/x;.

k=1
Dann gilt:

n n n

(= pAXZ = ) Yz = ) axjix;
j=1 j=1 jk=1
n n
= Z ajXkZj — Z axjxzr = 0.
jk=1 jk=1

Wegen x > 0 und z > 0 existieren j, k € {1,...,n} mitt; — p(A) > 0 > t; — p(A). Daher ist
min{ty, ..., t,} <t < p(A) <t <max{ty,..., t,}.
Die letzte Aussage folgt, indem wir x := (1,..., 1)T setzen. O
Bemerkung 27.9. Im Folgenden {iibertragen wir einige Sitze auf zerlegbare Matrizen.
Satz 27.10. Fiir A = (a;;) € R™" mit A > 0 gilt:
(i) p(A) ist Eigenwert von A.

(ii) Ist r € C Eigenwert von A mit |r| = p(A), so existieren ein € € C und ein m € IN mit
r=ep(A),€" =1und m < n.

(iii) Es existiert ein Eigenvektor z € R"™! von A zum Eigenwert p(A) mit z > 0.
(iv) Fiirallex = (x1,...,x,)" € R™ mit x > 0 gilt:
p(A) < max {Z AjgXp/xj: ] = 1,...,n};
k=1
insbesondere ist p(A) < max{ZZ:1 ag:j=1,... ,n}.

Beweis. Fiir unzerlegbare Matrizen haben wir die Aussagen bereits bewiesen. Sei also A
zerlegbar. Wir konnen annehmen, dass A die folgende Form hat:

A:(g g) mit B = (b;;) € R® und 0 < k < n.

Induktiv kénnen wir voraussetzen, dass die Aussagen fiir Bund D = (d;;) bereits bewie-
sen sind.
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(i) Nach Induktion sind p(B) und p(D) Eigenwerte von B bzw. D. Daher ist p(A) =
max{p(B), p(D)} Eigenwert von B oder D, also auch von A.

(ii) Seir € C Eigenwert von A mit |r| = p(A). Dann ist r Eigenwert von B oder D. Wir
konnen annehmen, dass r Eigenwert von B ist. Dann ist p(A) = |r| < p(B) < p(A),
d.h. |r| = p(B) = p(A). Nach Induktion existieren ein € € C und ein m € IN mit
r=¢€p(B),e" =1und m < k.

21

(iii) Wir suchen ein z € R”™ mit 0 # z > 0 und Az = p(A)z. Der Ansatz z = (z
2

. : Bz z
die Gleichung ( Czi +1Dzz) = p(A) (zi)

Fall 1: p(A) = p(D).
Nach Induktion existiert ein z; € R"™*! mit 0 # z, > 0 und Dz, = p(D)z, =
p(A)z,. Wir kdnnen also z; := 0 setzen.

Fall 2: p(A) = p(B) > p(D).
Nach Induktion existiert einz; € R mit0 # z; > 0und Bz; = p(B)z1 = p(A)z.
Wir brauchen noch ein z; € R mit z, > 0 und Cz; + Dz, = p(A)z,, d.h.

1 1
(1,1 - mD) Zy = MCzl > 0.

Nach Satz 27.1ist 1, — ﬁD invertierbar mit

-1 0
(1n - LD) = Z p(A) DI > 0.
j=0

) liefert

p(A)

Wir setzen also

-1
1
Zy = (1n_p(A)D) p(A)CZlZO

(iv) Wir schreiben C = (¢;j) und x = (‘12/) mit 0 < y € R¥,0 < z € R®®*1 Nach
Induktion gilt dann:

k
p(B) < max {Z bayily;:j=1,... ,k}
I=1

= max {Z apx/x;j:j= 1,...,k}

I=1

< max{z apxi/xj:j= 1,...,n}

I=1
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28

und

{ dﬂZ[/Zjijzl,...,n—k}

n—k k

< max{ djz1/zj + Zcﬂyl/z]- cj=1,...,n —k}
1=1

= max{Zaﬂx,/xj : ] =k+ 1,...,71}

1=1
n
< max{Zaﬂxl/xj 1= 1,...,n}.

I=1

Wegen p(A) = max {p(B), p(D)} folgt die erste Behauptung. Die zweite Behauptung
ergibt sich wieder, indem man x := (1,...,1)7 setzt.

Einige Anwendungen

Das Leontieff-Modell (V. Leontieff, Nobelpreis Wirtschaftswissenschaften 1973)

Ein Konzern besitzt n Fabriken (z.B. Bergwerk, Kraftwerk, Automobilfabrik, d.h. n = 3).

Um Kohle im Wert von 1$ zu produzieren, wird benétigt:

Kohle im Wert von 0,1$
Strom im Wert von 0,3%
Autos im Wert von 0,1$

Um Strom im Wert von 1$ zu produzieren, wird benotigt:

Kohle im Wert von 0,25%
Strom im Wert von 0,4$%
Autos im Wert von 0,15%

Um Autos im Wert von 1$ zu produzieren, wird benétigt:

Kohle im Wert von 0,2%
Strom im Wert von 0,5$%
Autos im Wert von 0,1$

Auflerdem hat der Markt einen externen Bedarf pro Woche von

Kohle im Wert von 50000%
Strom im Wert von 75000%
Autos im Wert von 125000%.
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Wie viel Kohle, Strom, Autos miissen produziert werden, um sowohl den externen als
auch den internen Bedarf zu befriedigen? (Ohne Uberschiisse!)

0,1 0,25 0,2
Verbrauchsmatrix A =(0,3 0,4 0, 5] >0
0,1 0,15 0,1
50000
Bedarfsvektor y = | 75000 ] >0
125000

X1
Gesucht: Produktionsvektor x = [xz] >0
X3
Ansatz: y =x- Ax =(1,-A)x
N ——
externer Bedarf
Das System hat eine nichtnegative Losung x = (1, — A) 'y = Y17, Ay, falls p(A) < 1 gilt.
Dies ist sicher dann der Fall, falls jede Spaltensumme von A kleiner als 1 ist, d.h. falls
jede Fabrik rentabel arbeitet (Satz 27.9).
Allgemeiner hat das System fiir jedes y > 0 eine nichtnegative Losung, wenn ein z > 0
mit Az < z existiert; dies bedeutet, dass eine Produktion existiert, bei der jede Fabrik
beschiftigt ist und von jedem Produkt eine positive Menge fiir den Markt tibrig bleibt.
In unserem Beispiel ist

interner Verbrauch

| (186 102 98
(1; - A)' = —[128 316 204
127[42 64 186]
und
1 (22:900.000) (229.921
x=(13-A)ly = 7 {55.600.000] ~ (437.795].
30.150.000) |237.401

Die Fabriken miissen also produzieren: Kohle fiir 229.921 $
Strom fiir 437.795 $
Autos fiir 237.401 $.

Das Leslie-Modell in der Populationsdynamik

Eine Population wird in n Altersklassen eingeteilt. Fiir i = 1,...,n — 1 sei s; > 0 die
Uberlebensrate der Klasse i, d.h. von x; Individuen der Klasse i erreichen s;x; Individuen
die Altersklasse i + 1. Die Uberlebensrate der Klasse 7 sei 0.

Firi=1,...,n sei f; die Fruchtbarkeitsrate der Klasse i, d.h. x; Individuen in Klasse i
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haben durchschnittlich fix; Nachkommen.

f 1 f 2 e f n-1 f n
S1 0 . N 0
Leslie-Matrix A = :>0.

O Sn_l O
Am Anfang seien jeweils x; Individuen in der Altersklasse i vorhanden.
Populationsvektor x = (xy,.. .,xn)T >0

Nach einer Zeiteinheit hat man den Populationsvektor x” = Ax, nach zwei Zeiteinheiten
den Populationsvektor x” = Ax" = A%x, usw. Man interessiert sich fiir das Verhalten der
Population nach langer Zeit, d.h. fiir

lim A*x oder besser lim A*.

k—o0 k— o0

Man kann f,, > 0 annehmen; denn sonst ist

k
A= (IS3 8) mit B € R-Dx0-1) ynd AF = ( B 0) fir k € IN.

sB1 0

Es geniigt also, lim_,., B* zu berechnen.

Daher sei im Folgenden f, > 0,s; > 0,...,5,.1 > 0. Man kann sich {iberlegen, dass
A dann unzerlegbar ist (Ubungsaufgabe). Man kann ferner beweisen, dass A genau
dann nur einen Eigenwert vom Betrag p(A) hat, wenn die Indizes i € {1,...,n} mit
fi # 0 teilerfremd sind. Dies setzen wir im Folgenden voraus, definieren r := p(A) und
berechnen limy_,o, ¥ *A*.

Nach Satz 27.5 existiert ein T € GL (1, C) mit

T'¢A)T = ((1) g) und p(B) < 1.

Daher ist
T (lim r*ANT = lim (T AT = lim [ - O = (} O
k—o00 k—o0 k—o0 O Bk 0 O ’

Wir schreiben

t Uy ... U,
T=|: % [ T"= * :
£y
Dann ist
t1u1 tlun
10
NER TSR 3y 3 o W
P.—]}l_)r(r}or A —T(O O)T = :
t,ur ... tyuy,
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Seiz=(z1,...,2,)" € R™!' mitz > 0und Az = rz, d.h.

t1(ulz)
z=Pz= : mit u := (ul,...,un)T;
ta(ulz)

dabei ist (+|-) das Standardskalarprodukt. Wir konnen T so normieren, dass (u|z) = 1 gilt.
Dannistz; =t;firj=1,...,n.
Seiy=(y1,...,ys)T € R” mity >0und ATy = ry. Dann ist

u(ylz)
y=Ply=| : |
un(ylz)
Wir kénnen y so normieren, dass (ylz) = 1 gilt. Dannist y; = u; fiir j = 1,...,n. Wir sehen
also:
Z1Y1 .. Z1Yn
fim AT = :
Zali --- ZnYn
mity = (y1,..-,¥n),z2=(21,...,z0)T € R™L,y>0,2>0,(ylz) =1,Az =rzund ATy = ry.
Daher gilt:

0 falls p(A) < 1

111_{?0 AF=1p falls p(A) =1
existiert nicht falls p(A) > 1.

Beispiel 28.1. n = 3.

0
A=|1
0

W= O =
S O W
~_——

Die Eigenwerte sind 1, —% + é, dh.r=pA) =1
Eigenvektoren von A und A” zum Eigenwert 1 sind z = (6,3,1)" bzw. y = =(1,2,3)".

Beachte: (y|z) = 1. Wir erhalten:

2 4 6

5 5
limA*=P=]1 % 2.

15 15 5

Hat man am Anfang den Populationsvektor x = (10, 10, 10)", so hat man nach langer
Zeit den Populationsvektor Px = (24,12,4)".
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Markoff-Prozesse

Wir betrachten ein “System”, das sich in einem von n Zustdnden befinden kann. In einer
Zeiteinheit gehe das System mit Wahrscheinlichkeit 4;; € [0,1] vom Zustand i in den
Zustand j tiber. Die Ubergangsmatrix A := (a;;) € R™" ist dann nichtnegativ mit

n

Zﬂi]'zl fﬁrizl,...,n.

j=1

Derartige Matrizen nennt man stochastisch. Ggf. ist (1,...,1)" Eigenvektor von A zum
Eigenwert 1; insbesondere ist p(A) > 1. Nach Satz 27.10 ist andererseits

p(A)Smax{Zajk:jzl,...,n} =1,

k=1

d.h. insgesamt ist| p(A) = 1.
Fiir zwei stochastische Matrizen A = (a;;), B = (b;;) € R™" ist auch AB stochastisch; denn

turi=1,...,ngilt:
Zn: [Zn: aikbkj] = Zn:aiki byj = iaik =1.
=1 1

=1 k=1 k=1 = k=

Die Matrix A? beschreibt die Ubergangswahrscheinlichkeit nach zwei Zeiteinheiten,
usw. Man interessiert sich fiir die Entwicklung des Systems nach langer Zeit, d.h. fiir
limk_,oo Ak.
Ist A € R™™ stochastisch und existiert P := limy_, A¥, so gilt: AP = P (und analog
PA = P); denn

Alim A" = lim A*" = lim A* = P,

k—oo k—o0 k—oo
Wegen AP = P liegen die Spalten von P im Eigenraum von A zum Eigenwert 1. Ferner
gilt:
P? = (lim ANP = lim (A*P) = lim P = P,
d.h. P? = P. Daher ist das Minimalpolynom pp ein Teiler von X?> — X = X(X — 1). Daher

hat P hochstens die Eigenwerte 0 und 1. Da pp in paarweise verschiedene Linearfaktoren
zerfallt, ist P diagonalisierbar. AufSerdem ist P wieder stochastisch.

Satz 28.2. Sei A € R™" stochastisch. Ferner sei 1 der einzige Eigenwert von A in C vom Betrag
1. Dann existiert P := limy_,c A.

Beweis. Sei S € GL (n,C) derart, dass | := S™'AS Jordan-Normalform hat. Dann ist
p(J) = p(A) = 1, und 1 ist der einzige Eigenwert von | vom Betrag 1. Wir schreiben

s 0
1 0 L -
J= und o=~ (s=1,....1.
O c. .
4 0 1 a
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Im Fall |ag| = p(Js) < 1ist limy_, J* = 0.
Fiir B = (b)) € R™ sei [IB]| := Y., Ibl. Fiir C = (cij) € R™ ist dann [IBC|| < [1B]l - IC];
denn

IBCI < Y 1l -lewd = ) ol Y lewd
k=1

k=1 jl=1
n n
< Y bl Y lewd = IBII- IICIL
jl=1 k=1

Daher gilt fiir k € IN:

1T = IS~ ARSI < 1S I - 1AM -NISIE = ISI IS -

~—— —_———
=n konstant
Wir nehmen an, dass | einen Jordan-Block
1 0
1 e mxm :
Js = o e R mitm > 1
0 1 1
enthélt. Dann gilt fiir k € IN:
1 0
k
(Js) = , ,
* k1

d.h. [|J¥]| > k. Widerspruch.
Dies zeigt, dass die einzigen Jordan-Blécke von | zum Eigenwert 1 das Format 1 x 1
haben miissen. Bei passender Nummerierung der Jordan-Blocke ist also

(1, O . . (L, O
]—(0 K)m1tp(K)<1und}11_)r£10]—(0 0),
: 1n 0)
d.h. hmk_woAk:S(O O)S L O
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