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1 Ein einfiihrendes Beispiel

Definition Eine Gruppe G besteht aus einer Menge GG und einer Abbildung
u: G xG— G, (g,h) — gh, die folgende Axiome erfiillt:

(G1) Assoziativitit: (gh)k = g(hk) fir alle g, h, k € G,

(G2) Neutrales Element: Es gibt ein e € G mit: Vg € G eg = ge = g;

(G3) Existenz von Inversen: Zu jedem g € G gibt es ein ¢’ € G mit g¢’' = ¢'g = e.
Gilt gh = hg fiir alle g, h € G, so heilkt G abelsch.

Bezeichnung Meistens schreibt man x~! statt z’; manchmal schreibt man 1

statt e. Bei manchen abelschen Gruppen schreibt man g + h statt gh; dement-
sprechend schreibt man dann 0 fiir e, und —g fiir ¢’. Eine solche Gruppe nennt
man eine additive Gruppe.

Die Diedergruppe Dj: die Symmetriegruppe des reguléren Dreiecks.

Hilfssatz (Gruppentafel-Sudoku) Sei G eine Gruppe und z € G. Dann sind
die Abbildungen L,: G — G, L,: g+— zg und R,: G — G, R,: g — gx Bijek-
tionen. Fiir die Gruppentafel bedeutet dies: jedes Element kommt genau einmal
in jeder Spalte und genau einmal in jeder Zeile vor.

Hilfssatz Sei G eine Gruppe.
a) Sind g,h € G mit gh = g oder mit hg = g, so ist h = e.
b) Sind g,h € G mit gh = e, soist g =h"' und h = g~L.

¢) Das neutrale Element e ist eindeutig, ferner sind Inverse eindeutig.



2 Untergruppen und Homomorphismen

2.1 Untergruppen

Definition Sei GG eine Gruppe und H C G eine Teilmenge. Man nennt H eine
Untergruppe von G falls:

1. Definition: H selbst eine Gruppe ist, und zwar beziiglich der gleichen Multi-
plikation wie G}

2. Definition: Fiir alle h, k € H ist auch hk € H, und H ist selbst eine Gruppe;
3. Definition: Es ist e € H; ferner ist h=1, hk € H fiir alle h, k € H.

Bezeichnung: H < G.
Beispiele Z < Q <R < C; {Id, p,p*} < Ds; S* <C*; C* £ C.

Bemerkung Untergruppen sind nicht leer; {e} und G selbst sind immer Un-
tergruppen; ist K < H und H < G, dann K < G; sind umgekehrt H, K < G
und K C H, dann K < H.

Lemma 2.1 Sei (H;);e; eine Familie von Untergruppen von G; dann ist auch
die Schnittmenge H = (,.; H; eine Untergruppe von G.

Definition Sei G eine Gruppe und X C G eine Teilmenge. Nach Lemma 2.1
ist

(X):=({H<G|XCH}

eine Untergruppe von G, die man die von X erzeugte Untergruppe nennt. Dann
ist X C (X) und (X) < H fur jedes H < G mit X C H, also ist (X) die kleinste
Untergruppe von G, die X enthélt.

Beispiel (p) = {1d, p, p*}; (0.4) = {1d, 04}

Lemma 2.2 Sei G eine Gruppe und X C G. Dann ist (X) die Menge aller
Worter in den Elementen von X:

(X) = {af'ay? -l [ r 20, € X, m; € 2}

Beweis. Das Wort mit » = 0 ist das neutrale Element. Einerseits ist die rechte
Seite in jeder Untergruppe enthalten, die X enthélt; anderseits ist die rechte Seite
eine Untergruppe, die X enthalt. [



Beispiel Fir n > 1 sei C,, die Gruppe

2mr

Cn= {eXp( n

>|0§r§n—1}§53

Diese ist eine abelsche multiplikative Gruppe mit n Elementen. Fiir jedes r ist
exp (@) = z" fiir z := exp (27”’), also ist C,, = {1, x,... ,a:”_l} = (z). Also ist

n

C,, zyklisch, im folgenden Sinne.
Definition Eine Gruppe G heifst zyklisch, falls es ein g € G gibt mit G = (g).
Hilfssatz Zyklische Gruppen sind abelsch.

Beweis. Seien z,y € G = (g). Nach Lemma 2.2 gibt es n,m € Z mit x = g¢",
y = ¢™. Dann ist aber xy = ¢"™™ = yux. [

Beispiel Ds ist nicht zyklisch, da nicht abelsch; Z = (1) ist zyklisch.

Bezeichnung Die Anzahl der Elemente einer Gruppe G wird mit |G| bezeich-
net, und heiflt die Ordnung der Gruppe. Ist die Ordnung endlich, so heiflt G eine
endliche Gruppe.

Beispiel |Cy| = n; |Ds| =6 = |Cs], aber Cy ist zyklisch, D3 nicht.
Definition Gy x G, [[,c; G

Beispiel Kleinsche Vierergruppe C5 x Cs: Ordnung 4, nicht zyklisch.

2.2 Homomorphismen

Definition Seien G, H Gruppen. Eine Abbildung f: G — H heifst ein (Grup-
pen) Homomorphismus, falls f(g192) = f(g1)f(g2) gilt fiir alle g1, 92 € G.

Lemma 2.3 Ist f: G — H ein Homomorphismus, dann gelten f(eq) = ey und
flg™) =fl9
Beispiele  a) f: (C,+) — (C*,-), z — exp(2miz).
b) f: D3 — Cy ={1,—1}, a — det(a).
¢) f:(Z,4) — (Cy,-), 7+ exp (22).
d) Ist G eine beliebige Gruppe, so ist die Identitdtsabbildung Id: G — G,

g — g ein Homomorphismus. Sind f: G — H und g: H — K Homomor-
phismen, so ist auch go f: G — K ein Homomorphismus.

e) Die Signatur einer Permutation ¢: S,, — {1, —1}. Mehr dazu unten.
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Lemma 2.4 Ist f: G — H sowohl ein Homomorphismus als auch eine Bijekti-
on, so ist auch f~1: H — G ein Homomorphismus.

Bezeichnung Ein bijektiver Homomorphismus heifst ein Isomorphismus. Gibt
es einen Isomorphismus f: G — H, so heifsen die Gruppen G, H isomorph. Iso-
morphie ist eine Aquivalenzrelation.

Beispiel Die Untergruppe (p) des Dj ist isomorph zu Cj, ein Isomorphismus
ist f(p") = exp (2L).
2.3 Permutationen

Bereits in der LAAG1 lernten wir Permutationen erstmals kennen (Stichwort:
Determinante).

Definition Sei X eine beliebige Menge. Eine Bijektion o: X — X heifst eine
Permutation von X. Die Menge aller Permutationen bildet eine Gruppe beziiglich
Verkniipfung: die symmetrische Gruppe S(X). Im wichtigen Fall X = {1,...,n}
schreibt man S, fiir S(X).

Einfache Bezeichnung Eine Schreibweise fiir eine Permutation o € S, ist
1 2 ... n
T e 0@ o aln)

So ist etwa [1 2 34

341 2] € S, die Permutation o: 1 < 3, 2 « 4.

Eine bessere Schreibweise fiir eine Permutation ist als ein Produkt disjunkter
Zykeln.

Definition Eine Permutation o € S(X) heifit ein r-Zykel, wenn es paarweise

verschiedene Elemente xq,...,2, € X gibt mit o(x;) = x; fir 1 < i@ < 7,
o(z,) = x1, und o(x) = z fiir alle weiteren z € X. In diesem Fall schreibt man
o= (x1 xo w3 ... x,.). Ein 2-Zykel heiflt auch eine Transposition.

Zwei Zykel (x1 x9 x3 ... x,) und (y1 y2 ... ys) heiben disjunkt, falls kein z;
ein y; ist.

o : : 1 2 3 4
Beispiele  a) Die Permutation {2 131

] € S, ist ein 3-Zykel. Es ist

}:(124):(241):(412).



b) Dagegen ist [1 2.3 4 € Sy kein Zykel, sondern das Produkt (1 3)(2 4)

34 1 2
von zwei disjunkten Transpositionen.

¢) (123456)"1=(165432).

d) Jeder 1-Zykel ist das neutrale Element des S,,.

Bemerkung Disjunkte Zykel kommutieren miteinander, z.B. (1 3 5)(2 4) =
(24)(135).

Satz 2.5 Jede Permutation o € S, ldsst sich zerlegen als ein Produkt von dis-
Jgunkten Zykeln. Ldsst man 1-Zykel weg, so ist diese Zerleqgung eindeutig, bis auf
die (beliebige) Reihenfolge der Faktoren.

Bemerkung Fiir den Beweis ist es niitzlich den Begriff Triger! einer Permu-
tation einzufiihren, gegeben durch supp(o) := {z | o(z) # x}. Dann fir r > 2 ist
{a1,as,...,a.} der Tréger des r-Zykels (a; as ... a,). Somit sind zwei Zykel 7, 7
genau dann disjunkt, wenn die Schnittmenge supp(7;) N supp(72) leer ist. Dies
bedeutet wiederum: ist ¢ = 775 - - - 7y eine Zerlegung als Produkt von disjunkten

Zykeln, so gilt supp(o) = L-ljle supp(7;).

Beweis. Die Existenz zeigen wir per Induktion iiber die Grofe vom Tréger.
Ist supp(o) leer, so ist o = Id, ein Produkt von 0 Zykeln. Ist der Tréger nicht
leer, so wihlen wir ein ¢ mit o (i) # i. Wir setzen a; = ¢ und a1 = o(a;) fiir
j > 1. Spétestens bei r = n tritt die erste Wiederholung ein: a,; ist eins der
bisherigen a;. Da o eine Bijektion ist, muss dann a,y; = a; sein. Sei 7 € 5,

der r-Zykel 7 = (ay ay ... a,); da o(i) # ¢ muss r > 2 sein. Setze o1 := 7" '0.
Dann o4(a;) = a; fir alle j; und ist = kein a;, dann o(z) = o(z). Somit ist
supp(oy) = supp(o) — {a,...,a.}. Nach der Induktionsannahme also ist o; ein

Produkt von disjunkten Zykeln; und aufgrund der Bemerkung oben kommt keins
der a; in diesen disjunkten Zykeln vor. Somit ist auch o = 70, ein Produkt
disjunkter Zykel.

Eindeutigkeit: Seien ¢ = 71 -- -7y = p1 - - - p zWel Zerlgegungen von o als ein
Produkt von disjunkten Zykeln. Es reicht zu zeigen, dass jedes 7; ein p; ist. Sei
Tiy = (a1 az ... a,). Da die 7; disjunkt sind, folgt es, dass o(ay) = agy1, o(a,) =
ai. Nun, wegen o = py - - p,, gibt es genau ein p;, mit a; € supp(pj,). Da die
p; disjunkt sind und o(ax) = agy1, o(a,) = a1 gelten, folgt auch p;(ax) = akt1,
pio(a,) = ay. Also 7, = pj,. =

Beispiel Wir behandelten zwei zufillig gewahlte Beispiele in der Vorlesung:
einmal aus Si3, einmal aus Sig.

L Auf Englisch: support



Bemerkung Nach der Eindeutigkeitsaussage in Satz 2.5 hat jede Permutation
o € S, einen wohldefinierten Typ 2"23™34745"676 .. wobei n, die Anzahl von
r-Zyklen in der Zerlegung von o ist. Vorsicht: der Typ 4! von (1 3 2 4) und der
Typ 22 von (1 4)(2 3) sind nicht gleich, d.h. der Typ ist nicht auszumultiplizieren.

Beispiel Der Typ von (12)(345)(67)(89 10 11 12) ist 223'5,
Bemerkung Bekanntlich ist |S,| = n!.

Lemma 2.6  a) Jeder r-Zykel ist ein Produkt von r — 1 Transpositionen.

b) Jede Permutation o € S,, ist ein Produkt von Transpositionen.

¢) S, wird durch die n — 1 Transpositionen (1 2), (1 3), (1 4), ..., (1 n)
erzeugt.

d) Die n — 1 Transpositionen (1 2), (2 3), (3 4), ..., (n —1 n) erzeugen
auch S,,.

e) Die Transposition (12) und der n-Zykel (12 ... n) erzeugen S,,.
Beweis.  a) Induktion iiber r, da (aj ay ... a,) = (a1 a.)(a1 az ... a,_1).

b) Folgt aus dem ersten Teil und Satz 2.5.

)

c) Fir1 <a<bgilt (ab) =(1a)1b)(1a).

d) Fir2<r<n-—1lgilt (lr+1)=@rr+ 1)1 r)(rr+1).
)

e) Fir2<r<n—-1glt(rr+1)=>12...0)0Fr—-1r)(12...n) L n

2.4 Die Signatur
Aus der LAAG1 wissen wir:

Definition Die Signatur (o) einer Permutation o € S,, wird definiert durch

()= [ =70 ey,

1<icj<n  J !
Bemerkung 2.7 Nach Lemma 6.2 der LAAGI ist bekannt:

Fiir Permutationen o, 7 € S, gilt e(o7) = (0)e(7).
Somit ist die Signatur ein Gruppenhomomorphismus ¢: S,, — Cj.

Aus Lemma 2.6 erhalten wir:



Lemma 2.8 a) Eine Transposition hat Signatur —1.

b) Ist o ein Produkt von N Transpositionen, so ist e(a) = (=1)N. Ein r-Zykel
hat Signatur (—1)"71.

Beweis.  a) Aus der Definition sieht man, dass e(7) = —1 gilt fiir die Trans-
position 7 = (r r + 1). Der Beweis vom vierten Teil von Lemma 2.6 zeigt,
dass e(7) = —1 gilt fir 7 = (1 a). Somit zeigt der Beweis vom dritten Teil
desselben Lemmas, dass ¢(7) = —1 gilt fiir jede Transposition.

b) Der erste Teil folgt aus Bemerkung 2.7. Der zweite Teil folgt aus dem ersten
Teil von Lemma 2.6. [

Definition Sei o eine Permutation. Ist e(0) = 1, so heifst o gerade; ist (o) =
—1, so heif’t o ungerade.

Bemerkung Nach Lemma 2.6 ist jede Permutation o ein Produkt von Trans-
positionen. Nach Lemm 2.8 gilt: ist ¢ ein Produkt von N Permutationen, so ist
N gerade, falls o gerade ist, und N ist ungerade, falls o ungerade ist.

Beispiel S, besteht aus 24 Permutationen:

(1 2) und 5 weitere Transpositionen ungerade
(12 3) und 7 weitere 3-Zykel gerade
(1234) und 5 weitere 4-Zykel ungerade
(12)(34), (13)(24) und (1 4)(2 3) vom Typ 2* gerade
Die Identitat gerade

Beispiel Nach Bemerkung 2.7 ist das Produkt von zwei geraden Permutatio-
nen wieder gerade. Ferner ist das neutrale Element gerade, und mit o ist auch
o~ ! gerade, denn sonst wire Id = oo ~! ungerade, was nicht geht.

Also bilden die geraden Permutationen eine Untergruppe von S,,. Diese Un-
tergruppe heifst die alternierende Gruppe A,. Es ist A, = {o € S, | 0 gerade}.

Aus der Tabelle oben entnehmen wir, dass A; aus 12 Elementen besteht.
Allgemein gilt |A,| = 2 = 13,| fiir jedes n > 2, denn dann ist 0 — o(1 2)
eine Bijektion zwischen den geraden und den ungeraden Permutationen: diese
Abbildung ist ihre eigene Umkehrabbildung.



3 Nebenklassen und Quotientengruppen

3.1 Nebenklassen: der Satz von Lagrange

Beispiel Hier sind alle Untergruppen der Diedergruppe Ds:
{1d} (p) ={Id,p,p°}  (0a)={Id, 04}
<O-B> = {IdﬂaB} <UC> = {Id,Uc} {Idapu /)27<7A703700}

Es gibt keine weiteren, im wesentlichen weil jede zyklische Gruppe (g) in dieser
Liste auftaucht, und wir wissen, dass (p,c4) = (04, 05) = D3 ist.

Diese sechs Untergruppen haben Ordnungen 1,3, 2,2,2 bzw. 6. Somit ist fiir
jede Untergruppe H < D3 die Gruppenordnung |H| ein Teiler der Gruppenord-
nung |Ds| = 6. Nach dem Satz von Lagrange ist dies kein Zufall.

Der Satz von Lagrange (vorlidufige Fassung) Sei G eine endliche Gruppe
und H < G eine Untergruppe. Dann ist |G| durch |H| teilbar.

Um diesen Satz zu beweisen, fithren wir den Begriff Nebenklasse ein.
Definition Sei H eine Untergruppe von G.
a) Fir g € G setzt man
gH :={gh|he H} CG Hg:={hg|he H} CG.

Man nennt gH eine Linksnebenklasse von H in G, und Hg eine Rechtsne-
benklasse?.

b) Mit G/H bzw. H\G bezeichnet man die Menge der Links- bzw. der Rechts-
nebenklassen: G/H = {gH | g € G}.

c) Der Index |G : H| von H in G definiert man als die Anzahl |G/H| der
Linksnebenklassen. Spéter sehen wir, dass auch |G : H| = |H\G]| gilt.

Beispiel Die Untergruppe H = ((1 2)) = {Id, (1 2)} hat drei Linksnebenklas-
sen in Ss:

IdH =(12)H={1d,(12)}  (13)H =(123)H ={(13),(123)}
(23)H=(132)H ={(23),(132)},

weshalb |S3 : H| = 3 ist. Aukerdem gibt es drei Rechtsnebenklassen:
IdH = (12)H = {1d, (1 2)} H(13)=H(132)={(13),(132)}
H(23)=H(123)={(23),(123)}.

Insbesondere ist (1 3)H # H(1 3), und mehr noch: die Rechtsnebenklasse H (1 3)
ist keine Linksnebenklasse.

?Diese Namensgebung ist vielleicht etwas willkiirlich, doch aber Standard.
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Bemerkung Ist G abelsch, so ist gH = Hg fiir alle H < G und alle g € G:
in einer abelschen Gruppe stimmen Links- und Rechtsnebenklassen miteinander
iiberein.

Lemma 3.1 FEs sei H < (.

a) Die Relationen ~p und ~g auf G gegeben durch
r~py< dhe Hy=uzxh r~rpy< dhe Hy=hx

sind Aquivalenzrelationen.

b) Die Aquivalenzklassen von ~y sind die Linksnebenklassen von H in G. So-
mit liegt jedes g € G in genau einer Linksnebenklasse, und unterschiedliche
Linksnebenklassen haben leeren Schnitt. Die gleiche Aussagen gelten fiir
~gr und die Rechtsnebenklassen.

c) Alle Nebenklassen von H haben die gleiche Grifie wie H.

d) Die Abbildung G/H — H\G, gH — Hg™ ' ist wohldefiniert und eine Bijek-
tion. Somit gilt |G : H| = |G/H| = |H\G]|.

Beweis.  a) ~p reflexiv: ex = x; ~p symmetrisch: y = zh & x = yh™}
~p transitiv: ist y = hyx und z = hyy, dann z = (hohy)x.

b) Folgt aus dem ersten Teil und den Definitionen.
c¢) Die Abbildungen H — gH, h — ghund H — Hg, h — hg sind Bijektionen.

d) Wohldefiniert: wir miissen die Représentantenunabhéngigkeit zeigen, d.h.
ist ) H = goH, dann Hg;' = Hg,"'. Ist giH = goH, dann ist g = g, h fiir
ein h € H, also Hg;' = Hh 'gy' = Hgy'.  Bijektion: Die Umkehrabbil-
dung ist Hg — ¢ ' H. "

Der Satz von Lagrange Sei G eine endliche Gruppe und H < G eine Unter-
gruppe. Dann gilt |G : H| - |H| = |G|. Insbesondere ist |G| durch |H| teilbar.

Beweis. G ist eine disjunkte Vereinigung von Nebenklassen. Jede Nebenklas-
se enthélt |H| Elemente. Nach Definition ist der Index |G : H| die Anzahl der
Nebenklassen. n

Beispiel Sei H eine Untergruppe des S;. Wegen |S;| = 24 besagt Lagrange,
dass |H| ein Element der Liste 1,2, 3,4, 6,8, 12, 24 ist. Man kann nachweisen, dass
jede Ordnung vorkommt: so hat etwa ((1234),(14)(2 3)) die Ordnung 8.

Beuspiel Natiirlich ist 120 durch 15 teilbar, trotzdem kann man zeigen, dass
S5 keine Untergruppe der Ordnung 15 hat.



3.2 Die Ordnung eines Gruppenelements

Definition Sei G eine Gruppe und g € G. Die Ordnung o(g) des Elements g
ist per Definition die Ordnung der zyklischen Untergruppe (g):

o(g) = [(9)| -

Beispiel Es ist ((1 2 3)) = {Id,(1 2 3),(1 3 2)}. Somit hat (1 2 3) die
Ordnung 3. Allgemeiner hat ein r-Zykel die Ordnung r.

Lemma 3.2 a) Ist g € G ein Element der Ordnung n, so ist n | |G| und
(9) ={e.9.9% ....9" '}

b) Eine endliche Gruppe G der Ordnung n ist genau dann zyklisch, wenn es
ein g € G gibt mit o(g) = n. In diesem Fall ist G = {e, g,¢%, ...,9" '}

c) Ist p eine Primzahl, so ist jede Gruppe der Ordnung p zyklisch.

Beweis.  a) Wegen Lagrange ist n | |G|. Sei r > 1 die kleinste Zahl derart,
dass die Liste e, g, g%, ..., g" eine Wiederholung enthilt: g" = ¢° fiir ein 0 <
s < r. Multipliziert man mit ¢g"~*, so erhélt man e = ¢"~* und deshalb s = 0:
es ist ¢" = e die erste Wiederholung. Dann ist aber ¢g7! = ¢"~!, weshalb
{e,g,...,9" "} eine Untergruppe von G ist, die kleinste Untergruppe, die g
enthélt. Also r = n und (g) = {e,g,9%, ..., 9" '}.

b) G ist zyklisch genau dann, wenn G = (g) gilt fiir ein g € G. Jetzt benutzt
man den ersten Teil sowie die Definition von o(g).

¢) Sei |G| =pund g € G mit g # e. Nach dem ersten Teil ist o(g) = 1 oder p;

und o(g) # 1 wegen g # e. Also o(g) = p und G = (g) nach dem zweiten
Teil. ]

Beispiel So ist etwa jede Gruppe der Ordnung 7 zyklisch.

3.3 Normalteiler

In der LAAG2 definierten wir Restklassen modulo einen Untervektorraum U eines
Vektorraums V. Dann definierten wir den Quotientenvektorraum V/U, und zwar
so, dass die Abbildung V' — V/U, v — v + U surjektiv und linear war.

Wir wollen das gleiche fiir Gruppen machen. Sei G eine Gruppe und H < G
eine Untergruppe. Gerne méochten wir die Menge GG/H der Links-Nebenklassen
zu einer Gruppe machen, indem man ein Produkt von Nebenklassen durch ¢; H -
goH = g19oH definiert. Diese Gruppe wiirde man dann die Quotientengruppe
G/H nennen.
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Beispiel Es geht aber nicht. Sei H < S3 die Untergruppe H = ((1 2)) =
{Id, (1 2)}. Dann (1 3)H - (2 3)H = (1 3)( 3)H =(132)H ={(23),(132)}.
Aber (1 3)H = {(1 3),(1 2 3)} = (1 2 3)H, und (1 2 3)H - (2 3)H =
(123)(23H = (12H = {Id(1 2)}. Das heifst, der Wert von ¢1H - o H
héngt davon ab, welchen Vertreter g; der Nebenklasse gy H wir wahlen. Zusam-
mengefasst:

(13)H = (123)H aber (13)H-(23)H # (123)H -(23)H.
Das ist schlecht: die Multiplikation auf G/H ist nicht wohldefiniert.

Es stellt sich heraus, dass man nur dann die Quotientengruppe G/H bilden kann,
wenn H nicht nur eine Untergruppe sondern ein Normalteiler von G ist.

Definition Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe H < G heifst ein Normal-
teiler von G, Bezeichnung H < G, falls die folgenden dquivalenten Aussagen
gelten:

a) Fiir jedes g € G ist gH = Hy.
b) Fiir jedes g € G ist gHg™' = H, wobei gHg ' = {ghg™' | h € H}.
c) Fiir jedes g € G ist gHg™! C H.

Aquivalenznachweis a) < b): multipliziert man gH = Hg von rechts mit g~ !,

so erhélt man gHg™' = H. b) = ¢) ist klar. ¢) = b): Da g7' € G ist, ist
auch g ' H(g~')™' C H fiir alle g, d.h. g7'Hg C H. Also g(g-'Hg)g™' C gHg™*,
dh. (g97")H(99™") CgHg™ ", dh. H C gHg™".

Beispiele Fir H = ((1 2)) und g = (1 3) ist gH # Hg. Deshalb ist H kein
Normalteiler des S3. In einer abelschen Gruppe ist jede Untergruppe ein Normal-
teiler.

Die Untergruppe K = ((1 2 3)) = {Id, (1 2 3),(1 3 2)} ist ein Normalteiler
K < 53, denn:

K=1{Id,(123),(132)}  Ss—K={(12),(13),(23)};

also ist gK = Kg = K fiir jedes ¢ € K und gK = Kg = S3 — K fiir jedes
QES?,—K

3.4 Kern und Bild
Definition Sei f: G — H. Man setzt

Bild(f) = {f(9) [9€ G} C H Kemn(f) ={g € G| f(9) = en}.
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Lemma 3.3 Es ist Bild(f) < H und Kern(f) < G. Die Abbildung f ist genau
dann injektiv, wenn Kern(f) = {eg} gilt.

Beweis. Da f ein Homomorphismus ist, ist f(eq) = eq, f(¢g7!) = f(g) ! und
flg1)f(g2) = f(g192). Also Bild(f) < H. Es ist Kern(f) < G, denn f(eq) = en;
ist f(g) = em, dann f(g™") = f(g)™" = epn; und aus gi,9, € Kern(f) folgt
f(g192) = f(q1)f(g2) = €% = ep. Ferner ist Kern(f) < G, denn ist v € Kern(f)
und g € G, dann f(gy9~") = f(9)f(Nf(97") = f(9)enf(9)™" = en.

Letzter Teil: ist f(g) = f(¢'), dann f(g7'¢') = ey, also g~'¢’ € Kern(f) =
{eg}, also g = ¢'. =

Bemerkung In der linearen Algebra gehort zu einen Quotientenraum V/U
auch eine surjektive lineare Abbildung p: V' — V/U, v +— v + U, mit Kern U.
In der Gruppentheorie sind Kerne immer Normalteiler. Somit erwarten wir, dass
die Quotientengruppe GG/H nur dann exisitieren kann, wenn H ein Normalteiler
von G ist.

3.5 Die Quotientengruppe

Satz 3.4 Sei H <1 G ein Normalteiler. Mit der Multiplikation g1 H-go H := g1go H
wird die Menge G/H der Links-Nebenklassen zu einer Gruppe, die Quotienten-
gruppe G/H. Es ist |G/H| = |G : H| = % Ferner ist die kanonische Projektion
p: G— G/H, g — gH ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern H.

Beweis. Am wichtigsten ist der Nachweis, dass diese Multiplikation wohlde-
finiert d.h. représentantenunabhéngig ist. Seien also ¢1, g1, g2, 95 € G mit g1 H =
g1H und go = ghH. Zu zeigen ist ¢\ H-goH = g1 H - g H, d.h. ¢\ 95 H = g19oH. We-
gen g1 H = ¢/ H und g, = g4H gibt es hy, hy € H mit ¢} = g1hy und g5 = goho. Al-
0 g195 = g1h1gahe. Wir wollen hy, go miteinander vertauschen. Es ist hygo € H gso.
Da H < G ist, ist Hg, = goH. Also gibt es ein b’ € H mit higs = goh'. Also
9195 = g192h'hy und deshalb gigbH = g192H. Die Multiplikation ist also wohlde-
finiert.

Die Gruppenaxiome folgen jetzt, da sie bereits in G gelten. Assoziativitét:

G H(g2HgsH) = g1Hga9sH = 91(9293)H
= (0192)93H = q192HgsH = (g1 HgoH ) g3 H .

Neutrales Element eH: es ist eHgH = egH = gH, gleiches fiir gHeH. Inverses
(gH)™' = g7'H: gHg™'H = gg~'H = eH, gleiches fiir g"'HgH. Die Aussage
zur Ordnung |G/ H | folgt aus dem Satz von Lagrange. Die Abbildung p ist offen-
sichtlich surjektiv; ein Homomorphismus ist sie, da p(g192) = g1g2H = g1Hgo H =
p(g1)p(g2) ist; und der Kern ist H denn p(g) = eH genau dann wenn gH = eH,
d.h. g € H ist. ]
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Beispiel G = D3 = {Id, p, p?,04,08,0¢c}. Sei H = (p) = {Id, p, p*}. Dann
H <1 G, denn H ist der Kern des Homomorphismus G — Cy = {1,—1}, g —
det(g). Somit gibt es eine Quotientengruppe Dj/(p) mit 2 = § Elementen. Die
Beiden Nebenklassen sind Id H = {Id, p, p*} und 04 H = {04,05,0¢}.

3.6 Die Symmetriegruppe eines reguliaren n-Ecks

Fir n > 3 sei X C R? das regulire n-Eck mit Schwerpunkt in (0,0) und einer
Ecke in (1,0). Somit liegen die Ecken in (cos 22~ sin 27 fiir 0 < r < n — 1.

Schreiben wir E, fiir diese Ecke (r € Z), also igt E_, n: E,_1. Wir wollen die
Symmetriegruppe von X berechnen. Die Symmetriegruppe des regularen n-Ecks
heifst die Diedergruppe D,,.

Sei p die Drehung durch 27” um den Mittelpunkt. Auf den Ecken operiert dies
als der n-Zykel (Ey Ey Ey ... E,_1). Sei o die Spiegelung in der z-Achse: diese
vertauscht jedes F, mit E_,.

Sei ¢: X — X eine Symmetrie. Dann gibt es genau ein 0 < r < n — 1
mit ¢(Fy) = E,. Die zu E; benachbarten Ecken Ej, E_; missen auf den zu
E,. benachbarten Ecken F, ., E,._; abgebildet werden; steht umgekehrt fest, wo-
hin F_, Ey, E; abgebildet werden, so ist ¢ eindeutig festgelegt.

!/

N

Da p" die Abbildung
E_ 1 — FE._ Eo— E, Eiy— E.
bewirkt und p"c die Abbildung
E_1— E. Eo— E, Ey— E,_q,
folgt: die Symmetriegruppe D,, des reguléren n-Ecks ist die 2n-elementige Menge
D, ={Id,p,p?, ...,p" *, 0, po, p*o,....p" o).

Von dieser Beschreibung liest man ab, dass D,, = (p, o) ist. Es ist 0% = p" = Id.
AuRerdem ist opo = p~!, da

opo(E_1) = E_4 opo(Ey) = E_4 opo(Ey) = Ey.
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Aus den Relationen 0% = Id und opo = p~! erhalten wir

pr.ps:pr—i-s pr_psazpr—i-sa pTJ'pS:pT_SO'
pro-pio=p° () t=pT" (pro)y "t =po,

1

denn o = o~ und

ghg™" - gkg™' = ghkg™"  (ghg™" )" =gh7'g"  (ghg ") =gh'g7",

also op"c = p~" und op” = p~"o. Somit folgt bereits aus den Relationen p" =
02 = Id und opo = p~! und der Tatsache, dass D, durch p,o erzeugt wird,
dass D,, hochstens die 2n Elemente p", p"o besteht. Da D, aber nachweislich
2n Elemente hat, folgert man, dass alle Relationen zwischen p und ¢ in D,, aus
diesen drei Relationen p" = ¢ = Id und opo = p~! folgen. Man schreibt diese
Tatsache so hin:

D,={p,o|pt=0c*=1d,opc=p ).

Welche Symmetrie ist p"o?

....... r\.Er—1,
R
oW

(0,0) : Eo

Ein Strahl mit Winkel 6 zur x-Achse wird durch ¢ auf —6 abgebildet, dann durch
p"auf 2% — 6. Der Strahl mit Winkel 7= wird also auf sich selbst abgebildet, der
Strahl mit Winkel = + 7 wird umgedreht. Also ist p"o eine Spiegelung in der
Gerade mit Winkel ”* zur x-Achse. Beispiel n = 6:

******************** Achse zu o

Az po
Az plo

Is n ungerade, so liegt eine Ecke auf jeder Spiegelungsachse; ist n gerade, so liegt
flir r gerade zwei Ecken auf der Speigelungsachse, fiir » ungerade liegen keine
Ecken auf der Achse.
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Die Untergruppe (p) ist ein Normalteiler, da op"c™' = p™". Es gibt zwei
Nebenklassen Id{p) und o(p).

Bemerkung Die Formeln

ghg™" - gkg™ = ghkg™  (ghg™ )" =ghT'g™"  (ghg™') = gh"g"'
sind allgemein niitzlich.

Bemerkung Dj permutiert die Symmetrieachsen des reguléren Dreiecks tran-

sitiv, d.h. fiir zwei beliebige Achsen gibt es eine Symmetrie, die die erste Achse
auf die zweite abbildet.

Dagegen ist die Operation von D, auf die Achsen des Quadrats nicht transitiv,
da zwei Achsen keine Ecken enhalten, und zwei Achsen je zwei Ecken enthalten.
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4 Operationen und die Isomorphiesatze

4.1 Der Homomorphiesatz

Dieser Satz ist der richtige Weg, Quotientengruppen zu verstehen.

Der Homomorphiesatz Ein Gruppenhomomorphismus f: G — H induziert
einen Isomorphismus f: G/ Kern(f) — Bild(f). Insbesondere gilt: ist f surjektiv,
so ist die Quotientengruppe G/ Kern(f) isomorph zu H.

Beweis. Setzen wir K := Kern(f). Nach Lemma 3.3 ist Bild(f) < H und K <
G. Nach Satz 3.4 existiert die Quotientengruppe G /K. Definieren wir f: G/K
Bild(f) durch f(gK) := f(g). Ist gK = ¢'K, so gibt es k € K mit ¢’ = gk. Also
f(g") = flg)f(k) = f(g), denn K = Kern(f). Somit ist f(gK) = f(¢'K), d.h.

f ist wohldefiniert. Ferner ist f ein Homomorphismus, denn

flgH - g'H) = f(9g'H) = f(99') = f(9)f(d') = f(gH)[(g'H).
Fiir jedes h = f(g) aus Bild(f) ist h = f(gK), somit ist f surjektiv. Ist f(gK) =
ey, dann f(g) = ey, also g € Kern(f) und gK = eK. Somit ist f auch injektiv
und somit ein Isomorphismus. [

Beispiel Fur n > 2 ist die Signatur €: S,, — Cy = {1, —1} ein surjektiver
Homomorphismus mit Kern A, also ist S,,/A, = Cs.
Fiir ein Korper k£ setzt man

GL, (k) :=={A € M,(k) | A invertierbar}
SL,(k) :=={A € M, (k) | det(A) = 1}.

Man nennt GL,(k) die allgemeine lineare Gruppe (engl.: general linear group)
und SL, (k) die spezielle lineare Gruppe. Die Determinante ist ein surjektiver
Homomorphismus von GL,(k) nach der multiplikativen Gruppe k* = k \ {0},
und der Kern ist SL,, (k). Somit ist GL,(k)/SL,(k) = k*.

4.2 Folgerungen des Homomorphiesatzes: die Isomorphie-
satze

In unseren bisherigen Beispielen fiir Quotientengruppen G/H war meistens H
grof und G/H sehr klein. Hier sind drei Beispiele, wo die Quotientengruppe
nicht so einfach gestrickt ist; die Details machen wir erst spéter.

a) S5 ist eine Quotientengruppe des Sy, der Normalteiler ist die Kleinsche
Vierergruppe.
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1. Begriindung: Sy ist die Symmetriegruppe des Tetraeders und permutiert
die drei Achsen in diesem Bild:

D

2. Begriindung: Algebraisch mittels des 1. Isomorphiesatzes.

b) Sy ist eine Quotientengruppe der Symmetriegruppe des Wiirfels, der Nor-
malteiler ist C5.

Begriindung: Die Wiirfelgruppe permutiert die vier Achsen im rechten

Wiirfelbild.
G F
H | 3’4 5
.‘_%7—57777“1/7;;77.
: S Sg
P EC . T
/// l -2 B
LS \/
D A D —— |

c) Ss ist eine Quotientengruppe der Wiirfelgruppe. Der Normalteiler hat Ord-
nung 8.

1. Begriindung: Die Wiirfelgruppe permutiert die drei Achsen im linken
Wiirfelbild oben.

2. Begriindung: Folgt aus a) und b) wegen des 2. Isomorphiesatzes.

Der 1. Isomorphiesatz Sei G eine Gruppe, H < G eine Untergruppe und K <
G ein Normalteiler. Dann ist HK := {hk | h € H,k € K} eine Untergruppe

17



von G, K ist ein Normalteiler von HK, H N K ist ein Normalteiler von H, und
es gibt einen Isomorphismus HK/K = H/(H N K).

Beweis. HK eine Untergruppe: e = ee € HK; (hk)(W'K') = (hh)(K"K') €
HK fiir K" = W'kl € K, da K <1 G; (hk)™ = (ek™')(h~te) € (HK)? = HK.
Dann K < HK, da K <« G und K < HK < G. Esist HN K < H und
HNK < K.Fiir h € Hist h(HNK)h™! eine Teilmenge von H, da HN K C H;
und h(H N K)h™! eine Teilmenge von K, da H N K C K und K < G. Also
HnNnK<«dG.

Betrachten wir nun die Abbildung f: H — HK/K, gegeben durch f(h) =
hK. Dies ist ein Homomorphismus. Es ist surjektiv: hkK = f(h). Der Kern von f
ist HNK, denn hK = eK genau dann, wenn h € K. Nach dem Homomorphiesatz
also ist H/(H N K') isomorph zu HK/K. n

Beispiel Sei G = Sy;seil H = {0 € Sy | 0(4) = 4}, eine Kopie von Ss3; und sei
K ={Id,(12)(34),(13)(24),(14)(23)}, eine Kopie der Kleinschen Vierergruppe.

Wegen
o (ab)(cd)-o™" = (a(a) o (b))(c(c) o(d))

ist K <0 S,. Offensichtlich ist K N H = {Id}. Nach dem 1. Isomorphiesatz also ist
HK < S;und HK/K = H/(HNK), dh. HK/K = S;. Also ist [HK| = |K|-|Ss]
wegen Lagrange, d.h. |[HK|=4-6 =24 = |Sy|. Also HK = Sy, und S;/K = S;.

Der 2. Isomorphiesatz ist eine Kiirzungsregel.

Der 2. Isomorphiesatz Sei G eine Gruppe und H, K zwei Normalteiler von G
mit K C H. Dann K < H, H/K < G/K und es gibt einen Isomorphismus
(G/K)/(H/K)=G/H.

Beweis. Da K <1 G ist, ist hKh™! = K fiir alle h € H, also K < H.
Da H/K selbst eine Gruppe ist bzgl. der gleichen Multiplikation wie G/K,
ist H/K < G/K. Sei f: G/K — G/H die Abbildung f(gK) = gH. Dieses
f ist wohldefiniert: ist gK = ¢’K dann gibt es ein k£ € K mit ¢ = gk. Da
K C H ist, ist k € H, also ¢ H = gH. Ferner ist f ein Homomorphismus:
f(1KgK) = f(919:K) = g19oH = g1HgoH = f(q1K)[f(g2K). Auferdem ist
f surjektiv, denn gH = f(gK). Schlieflich ist Kern(f) = H/K, denn gH = eH
genau dann, wenn g € H ist, d.h. wenn gK € H/K ist. Nach Lemma 3.3 ist also
H/K <1 G/K; und nach dem Homomorphiesatz induziert f einen Isomorphismus

(G/K)/(H/K) — G/H. "

4.3 Gruppenoperationen

Definition Sei G eine Gruppe und X eine Menge. Eine (Links-)Operation
von G auf X besteht aus einer Abbildung p: G x X — X, (g,x) — gz, mit den
folgenden Eigenschaften:
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(O1) Assoziativitat: g(hx) = (gh)x fiir alle g,h € G, x € X.

(O2) Normierung: ex = x fiir alle x € X.

Beispiele  a) Die Diedergruppe D,, operiert per Definition auf dem regu-
laren n-Eck. Sie operiert auch auf der Mengen der Ecken: diese Operation
benutzten wir um die Diedergruppe zu berechnen.

b) Die natiirliche Operation des GL,(R) auf R", gegeben durch p(A,v) = A-v.

c¢) Jede Gruppe operiert auf sich selbst durch Linksmultiplikation: G ist belie-
big, X = G und p(g,x) = gz.

d) Auferdem operiert jede Gruppe auf sich selbst durch Konjugation: G ist
beliebig, X = G und p(g,z) = gwg™'.
i ) z g=1
e) Komplexe Konjugation: X = C, G = Cy und p(g,2) =4 x
zZ g=-—

f) Die natiirliche Operation der symmetrischen Gruppe S(X) auf X, gegeben
durch p(o,z) = o(x).

g) G = D, operiert auf die vier Achsen eines Quadrats.

Die Operation f) fithrt zu einer zweiten dquivalenten Definition des Operations-
Begriffs.

Lemma 4.1 Sei G eine Gruppe und X eine Menge. Es gibt eine bijektive Korre-
spondenz zwischen der Menge der Operationen von G auf X und der Menge der

Homomorphismen von G nach der symmetrischen Gruppe S(X) aller Permuta-
tionen von X.

Beweis. Ist a: G — S(X), so definieren wir p: G x X — X durch p(g,z) =
a(g)(x). Dann ist p(e,z) = a(e)(xz) = Id(z) = z; und

p(g:p(g’ 7)) = a(g)(aly)(z)) = (alg) 0 alg))(z) = algg)(x) = pgg, ).
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Also ist p eine Gruppenoperation. Ist dagegen p: G x X — X eine Operation,
so definiert jedes ¢ € G eine Abbildung 0,: X — X durch o,(z) = gz. Da
g Hgz) = ex = g(g'x) ist, ist oy-1 = 09*1, also ist o, eine Bijektion. Somit ist
g +— o0, eine Abbildung G — S(X). Diese Abbildung ist ein Homomorphismus,
denn o,0, () = 04(¢g'z) = g¢'x = 0,9 (). n

Definition Die Gruppe G operiere auf der Menge X.

a) Der Stabilisator G, = Stabg(z) eines Elements x € X ist

G, ={9eG|gr=uz}.

b) Die Bahn Gx = Bahng(z) ist Gz := {gz | g € G}. Die Anzahl der Elemente
einer Bahn heifst die Linge.

c) Eine Operation heifst transitiv, falls es ein z € X gibt mit Gx = X.

Beispiel G = D3 operiert auf das reguldre Dreieck. Die drei Ecken bilden
eine Bahn: der Stabilisator von A ist die Untergruppe (04) = {Id,o4}. Der
Stabilisator von B dagegen ist {Id, oz}. Die Mittelpunkte der drei Kanten bilden
eine weitere Bahn; der Stabilisator des Mittelpunkts von AB ist {Id,o¢}. Der
Schwerpunkt bildet eine einelementige Bahn, deren Stabilisator ganz Dj ist. Sei
P ein Punkt auf der Kante AB, der zwischen A und der Mittelpunkt liegt: dann
hat die Bahn von P sechs Elemente, und Stabg(P) = {Id}. Die Operation ist
nicht transitiv: wir haben bereits drei verschiedene Bahnen gesehen.

In diesem Beispiel ist der Stabilisator eine Untergruppe von G, und das Pro-
dukt der Bahnlinge mit der Ordnung des Stabilisators ist immer |G| = 6. Dies
ist kein Zufall.

Beispiel Die symmetrische Gruppe S, operiert auf der Menge {1, ...,n}. Die-
se Operation ist transitiv, denn fiir jedes r > 2 liegt r in Bahng, (1) wegen der
Transposition (1 r). Der Stabilisator von 1 ist eine Kopie von S({2,...,n}) und
somit isomorph zu S,_;.

Lemma 4.2  a) Fir jedes x € X ist Stabg(z) < G.

b) Die Relation y € Bahng(x) ist eine Aquivalenzrelation auf X, deren Aqui-
valenzklassen die Bahnen der Operation sind. Somit ist die Operation genau
dann transitiv, wenn es nur eine Bahn g¢ibt.

Beweis.  a) Es ist ex = z, also e € Stabg(x). Ist gz = z, dann g7l = .

Ist gr = x und hz = z, dann (gh)r = g(hx) = gz = x.

b) Reflexiv, da ez = z. Symmetrisch, da y = gr genau dann, wenn z = g~ 'y.
Transitiv, da aus y = gz und z = hy folgt z = (hg)z. n
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Lemma 4.3 (Die Bahnengleichung) Fir jedes + € X gilt die Bahnenglei-
chung:
|Stabg ()| - |Bahng(z)| = |G| .

Beweis. Sei H = Stabg(z) < G. Nach Lagrange ist |G| = |H| - |G : H|. Wir
werden also zeigen, dass es eine Bijektion gibt zwischen der Bahn von x und der
Menge G/H der Linksnebenklassen. Ist gH = ¢'H, so gibt es h € H mit ¢’ = gh.
Also ¢'x = ghx = gz, da hxz = x. Somit ist die Abbildung G/H — Bahng(x),
gH — gx wohldefiniert. Sie ist injektiv, denn aus gz = ¢’z folgt g~ '¢'z = z, also
g 'g' € H = Stabg(x), also gH = ¢'H. Surjektiv: ist y € Bahng(z) dann y = gz
fiir ein g € G. Somit ist y das Bild von gH. Die Abbildung ist also bijektiv. =

Der Satz von Cayley Jede Gruppe G ist isomorph zu einer Untergruppe der
symmetrischen Gruppe S(G). Somit ist jede Gruppe isomorph zu einer Permu-
tationsgruppe.

Beweis. Wir betrachten die Operation von G auf sich selbst durch Linksmul-
tiplikation. Diese Operation entspricht einem Homomorphismus p: G — S(G),

gegeben durch p(g)(z) = gx. Dieser Homomorphismus ist injektiv, denn ist
p(g) = Id, dann p(g)(e) = e. Aber p(g)(e) = ge = g. Also g = e. Nach dem
Homomorphiesatz also ist G = Bild(p) < S(G). =
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5 Die regularen Polyeder

5.1 Ein Symmetriebegriff

Jedes Kind weifs, was man unter den Begriff ,Symmetrie” zu verstehen hat. Wir
benotigen eine mathematisch prazise Definition.

Definition Sei X C R". Eine isometrische Symmetrie (kurz: Symmetrie)
von X ist eine Bijektion f: X — X die Absténde erhélt: es ist || f(w) — f(v)|| =
|lw — v]| fur alle v,w € X. Die Menge aller isometrischen Symmetrien ist eine
Gruppe bzgl. Verkniipfung, die Isometriegruppe von X.

Beispiel Die Diedergruppe D,, definierten wir als die Isometriegruppe des
reguldren n-Ecks.

Ist X C R? ein regulires Polyeder, dessen Schwerpunkt im Koordinatenursprung
liegt, dann wird jede Symmetrie von X durch eine orthogonale Transformation
A € O(3) bewirkt. Diese Tatsache kann man als anschaulich klar betrachten; oder
man kann sie beweisen. Allerdings haben wir den Begriff , reguléres Polyeder noch
nicht prézisiert. Also beweisen wir ein etwas allgemeineres Ergebnis (Lemma 5.1).
Zuerst bendtigen wir einige Hilfsmittel.

Definition Sei X C R™. Eine Abbildung f: X — R" heifst eine isometrische
FEinbettung falls sie Absténde erhélt, d.h. || f(y)—f(2)|| = |ly—=]| fir allez,y € X.

Isometrische Einbettungen sind injektiv: ist x # y, dann || — y|| # 0, also
| f(x) — f(y)]| #0, also f(z) # f(y). Meistens sind sie nicht surjektiv.

Wir beschéftigen uns nur mit isometrischen Einbettungen f: X — R"™ wenn
X selbst eine Teilmenge des R” ist. Solche isometrischen Einbettungen sind mei-
stens affin oder sogar linear. Aufferdem: wenn linear, dann sogar orthogonal.

Aus der LAAGI1 (Lemma 9.4) wissen wir: zu jeder affinen Abbildung f: R" —
R™ gibt es genau eine assoziierte lineare Abbildung ¢g: R” — R”". Es ist dann
fla+x) = f(a) + g(x) fiir alle a,z € R™.

Definition Eine affine Abbildung f: R™ — R™ heifst eine Bewegung des R",
falls die assoziierte lineare Abbildung g: R™ — R" orthogonal ist. Die Bewegun-
gen bilden eine Gruppe bzgl. Verkniipfung. Bezeichnung: AO(n).

Genau dann ist also f eine Bewegung, wenn es fiir ein a € R™ eine orthogonale
Matrix A € O(n) gibt mit f(a +z) = f(a) + A -z fiir alle z € R™.

Bezeichnung Fir x € R" und € > 0 ist B(x,¢) := {y € R" | |ly — z|| < €},
der offene Ball um = vom Radius .
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Lemma 5.1 Ser X C R" eine Teilmenge, die mindestens einen inneren Punkt
enthdlt, d.h. es gibt ein © € X und ein € > 0 mit B(xz,e) C X. Dann:

a) Jede isometrische Finbettung f: X — R" ist die Finschrinkung einer Be-

wegung f € AO(n).

b) Angenommen, es gibt ein x € X dessen Bahn bzgl. der Operation der Iso-
metriegruppe auf X endlich ist. Dann gibt es ein xq € R™, mit f(xg) = xg
fiir jede isometrische Symmetrie von X ; und wdihlt man den Koordinatenur-
sprung in xg, so ist die Isometriegruppe von X eine Untergruppe des O(n).

Bemerkung Wichtigster Fall: X C R? ist ein regulires Polyeder. Dann ist
jeder Punkt, der nicht auf der Oberfliche liegt, ein innerer Punkt. Da es nur
endlich viele Ecken gibt, hat jede Ecke eine endliche Bahn. Der Schwerpunkt ist
dann ein solcher Punkt z,. Die Bedingung in Teil b) soll auch in allgemeinen
Fillen die Existenz eines ,Schwerpunktes“ nachzuweisen. Im Zylinder dagegen
gibt es Punkte, deren Bahnldnge unendlich ist.

VR

Spiegelung

Auch bei endlichen Bahnen kénnen unterschiedliche Bahnldngen auftreten:

Beweis.  a) Sei also B(z,e) € X. Es reicht, den Fall x = f(z) = 0 zu

behandeln. Somit gilt nicht nur ||f(y) — f(2)|| = ||y — z|| sondern auch
Ilf(w)] = |ly|| (2 = 0 nehmen!). Die Abbildung f erhélt also Skalarprodukte,
denn

2(f(). £(2)) = IFWDI* + IF I = 1) = F)I?
= llyl* + 1121 = lly — 2l = 2{y, 2).

Firl <i<nseiv; = 5e; € B(0,e) € X. Sei A € M,(R) die Matrix, deren
1te Spalte g f(v;) ist. Weil f Skalarprodukten erhilt, haben die Spalten
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die Lénge 1, und sie sind orthogonal: es ist also A € O(n). Auferdem ist
f(v;) = A - v; fiir jedes i, und diese n Vektoren bilden eine Basis von R".
Fiir beliebiges w € X ist also

(f(w), A-vi) = (f(w), fvi)) = (w,v:) = (A-w, A-vi)
fir alle 7, weshalb f(w) = A - w.

Sei f eine isometrische Symmetrie und {z1,...,z,} eine endliche Bahn der
. . _ 1 T R . . .
Isometriegruppe. Sei zo = + > ;| 7;. Dies ist eine affine Kombination von

Z1,...,x, und f ist eine affine Abbildung. Also

f(zo) = %Zf(xi) = %sz = o,
=1 =1

denn f operiert als eine Permutation der Menge {x1,...,z,}. Wéhlt man
den Koordinatenunsprung in xg, so zeigt der Beweis zu a), dass jede isome-
trische Symmetrie orthogonal ist. ]

Bemerkung Eine Teilmenge X des R™ heifst konvex, falls fiir alle P, Q die
Strecke von P nach ) ganz in X liegt. Somit ist das folgende Viereck nicht
konvex:

Ist X nicht konvex in Lemma 5.1 b), so kann es vorkommen, dass z, aufserhalb
von X liegt, etwa im Torus
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oder im ,Bilderrahmen®:

&
S

Die Ecken eines konvexen Polyeders X C R3 lassen sich so charakterisieren:
genau dann ist £ € X eine Ecke, wenn fiir jedes F # P € X die Gerade von P
in Richtung E direkt hinter £ aus X heraustritt.

>

\\:\P///
Q2 Qs

v v

Da jede Bewegung f umkehrbar ist, Geraden auf Geraden abbildet und Léngen
erhélt, gilt: ist f eine isometrische Symmetrie von X, so ist auch f(FE) eine Ecke.

5.2 Die Isometriegruppe des Tetraeders

Das Tetraeder ist ein reguldres Polyeder mit vier Seiten, sechs Kanten und vier
Ecken. Die Seiten sind regulére Dreiecke. Nennen wir die Ecken A, B,C,D. Zu
jedem Paar von Ecken gibt es eine Kante, die die beiden Ecken miteinander
verbinden; zu jedem Tripel von Ecken gibt es eine Seite mit diesen Ecken.

D
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Der Schwerpunkt S ist der Durchschnitt aller vier Ecken:
— 1/ @ — — —
05 =5 <OA+OB+OC+OD> .

Jede isometrische Symmetrie permutiert die Ecken, also f(S5) = S fiir jede Sym-
metrie. Wahlen wir den Koordinatenursprung in S, so ist jede Symmetrie eine
orthogonale Transformation. Es sind 4! = 24 Permutationen der Ecken denkbar.
Jeder 3-Zykel kommt auch vor: eine Drehung durch %7? um die Achse DS etwa
bewirkt den 3-Zykel (A B C'). Also kommt jede Permutation o € A4 vor, denn:

Lemma 5.2 Fiir jedes n > 1 wird A,, durch die Menge aller 3-Zykel erzeugt.

Beweis. Transpositionen haben Vorzeichen —1, und jede Permutation ist ein
Produkt von Transpositionen. Also wird 4, = {0 € S, | (o) = +1} von al-
len Produkten von zwei Transpositionen erzeugt. Drei Félle: (a b)(a b) = 1d;
(ab)(ac)=(achb), ein 3-Zykel; und (a b)(c d) = (a ¢ b)(a ¢ d), ein Produkt von
zwei 3-Zykeln. [

Spiegelt man dagegen in der Ebene durch A, B und den Mittelpunkt der Kan-
te CD, so erhdlt man die Transposition (C' D). Aber A4 und Sy selbst sind die
einzigen Untergruppen des Sy, die A, enthalten (Lagrange). Somit entsteht jede
Permutation o € S({A, B,C, D}) durch eine isometrische Symmetrie des regu-
laren Tetraeders. Umgekehrt sei f eine isometrische Symmetrie, die im Kern des
Homomorphismus nach Sy liegt. Dann ist f linear, und f(A) = A, f(B) = B,
f(C) = C. Da die Ortsvektoren O—1>4, OB und OC eine Basis des R? sind, ist
f = Id. Wir haben gezeigt:

Lemma 5.3 Durch die Operation auf den Ecken wird die Isometriegruppe T des
requldren Tetraeders zur Symmetriegruppe Sy isomorph. [

Jede Kante K des Tetraeders hat eine entgegengesetze Kante K’, erkldrt durch
{A,B,C, D} = Endpunkte(K) & Endpunkte(K’). Zum Beispiel ist K’ = BD
fir K’ = AC. Es sind drei solche Kantenpaare {K, K'}. Entsprechend gibt es
drei Geraden, die die Mittelpunkte von entgegengesetzten Kanten miteinander
verbinden. Diese drei Geraden treffen sich in deren gemeinsamen Mittelpunkt S.

Beispiel K = AC, K' = BD. Die Gerade zu diesem Paar enthélt die Kan-
— —_— = — — —
tenmittelpunkte P, Q gegeben durch OP = 1(0OA + OC), OQ = (OB + OD).
Der Mittelpunkt der Gerade ist .S, denn O_é = %(ﬁ)’ + O—Cj)

Ist f eine Symmetrie, dann f(K’) = [f(K)]', also operiert die Isometriegruppe T
auf die Menge der drei Geraden. Eine Rotation bewirkt ein 3-Zykel, eine Spiegelug
bewirkt eine Transposition, also entsteht jede Permutation ¢ € S3 auf dieser
Weise. Der induzierten Homomorphismus von 7" nach S5 ist also surjektiv. Nach
dem Homomorphiesatz ist S5 eine Quotientengruppe vo T'. Da aber T" = Sy ist,
haben wir unseren 2. Beweis, dass S35 eine Quotientengruppe von Sy ist.
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5.3 Die Isometriegruppe des Wiirfels

Der Wiirfel hat sechs Flachen, zwolf Kanten und acht Ecken. Das Oktaeder mit
acht Flachen, zwolft Kanten und sechs Ecken

N

S

ist dual zum Wiirfel: die sechs Flachenmittelpunkte eines Wiirfels sind die Ecken
eines Oktaeders, und die acht Flachenmittelpunkte eines Oktaeders sind die acht
Ecken eines Wiirfels. Somit haben Wiirfel und Oktaeder die gleiche Isometrie-
gruppe, die wir W nennen werden?.

G F
TS
B
| /,/: S3 <
C/’}I—__Z: _____ ____ B P _ -
/// l - -
S ‘/
D A D

Betrachten wir die Operation von W auf der Menge der Ecken. Eine Drehung
um 5 um die Achse durch den Schwerpunkt S und den Flachenmittelpunkt S
bewirkt die Permutation (F A B F)(H D C G). Somit entdhlt Bahny (E)
mindestens F, A, B, F. Sie enthdhlt auch H, D (um die Achse durch S und S
drehen). Dann ist aber Bahny (F) = Bahny (H), was auch C, G enthélt. Ergeb-
nis: die Operation auf den Ecken ist transitiv. Aufgrund der Bahnengleichung ist
also |W|=8-|Wg|.

Betrachten wir jetzt die Operation des Stabilisators Wg. Dies permutiert die
drei zu E benachbarten Ecken A, F, H. Eine Drehung um §7r um die Achse durch

3Manche Quellen nennen diese Gruppe O; der Verwechslungsgefahr wegen vermeiden wir
diese Schreibweise.
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S und E permutiert liegt im Stabilisator und operiert auf {A, F, H} als (A F' H).
Bezeichnen wir mit Wy 4 den gemeinsamen Stabilisator von E, A: es ist also

Wia = 1f € W| [(E) = E, f(A) = A} = Staby;,(4)
Dann ist |Wg| =3 [Wga| und |W| =24 |[Wg 4.
Bezeichnung G operiere auf X. Fiir x1,...,z, € X setzen wir
Gy ooy = {9 € G | Vi gla) = i},

der gemeinsame Stabilsator von z,...,z,. Genau wie ein gewohnlicher Stabili-
sator ist Gz, 4,.. 2, eine Untergruppe von G.

Dieser gemeinsame Stabilisator Wy 4 operiert wiederum auf der Menge { F, H }
der beiden anderen zu F benachbarten Ecken. Eine Spiegelung in der Ebene durch
E, A, S bewirkt die Transposition (£ H) dieser Menge. Also |Wg 4| = 2-|Wg 4 F|
und |W| = 48-|Wg 4 r|. Ist aber f € Wg 4 p dann f =Id, denn f(S) = S und die
Ortsvektoren (bzgl. S) von E, A, F sind eine Basis des R3. Also Wg 4 r = {Id};
der Homomorphismus W — S(Ecken(Wiirfel)) ist ein Isomorphismus auf sein
Bild, und |W| = 48.

Jetzt wollen wir die Struktur des W untersuchen. Wéhlen wir den Koordina-
tenursprung in S, so ist W < O(3).

Lemma 5.4 Sei G < O(n). Setze H := SO(n) NG. Dann entweder det(A) = 1
fir alle A € G und H = G; oder es gibt ein A € G mit det(A) = -1, H < G
und |G : H| = 2.

Zusatz fiir n ungerade: Enthdlt G die so genannte Punktspiegelung A = —F),,
soist |G:H|=2und G=Cy x H.

Beweis. det: G — (5 ist ein Gruppenhomomorphismus. Also ist derKern H
ein Normalteiler, und |G : H| = |Bild(det)| € {1, 2}.

Zum Zusatz: Da n ungerade ist, ist det(—F,) = (—=1)" = —1. Also |G : H| = 2.
Ferner ist (—FE,)? = E,, also (—E,) = Cy; und fir A = —F,, ist AB = BA fiir
jedes B € O(n), also ist die Abbildung ¢: Cy x H — G, ¢(e, B) = (—F,)°B ein
Gruppenhomomorphismus und eine Bijektion, ein Isomorphismus also. [

Die Punktspiegelung —F3 gehort zu W, also ist W = (—F3) x R fir R :=
W N SO(3). Betrachten wir jetzt die Operation von W und von R auf die Menge
{EC,AG, HB, FD} der vier Diagonalen durch entgegengesetzten Ecken. Dreht
man um EC| so erhélt man den 3-Zykel (AG FD H B); analog erhélt man jeden
3-Zykel, und daher jede gerade Permutation. Dreht man um die Achse durch
S, S3, so erhdlt man den (ungeraden) 4-Zykel (EC AG HB FD). Drehungen
um Achsen haben Determinante +1, also operiert R auf {EC, AG, HB,FD}
als die volle symmetrische Gruppe. Da |R| = 24 = |9,] ist, folgt R = S, und
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W = (5 x Sy. Da auch W als die volle Symmetriegruppe operiert, ist Sy zu einer
Quotientengruppe von W isomorph.

Auch permutiert W die drei Achsen durch Flachenmittelpunkte. Dreht man
um die Achse EC, so permutiert man diese 3 Achsen mit einem 3-Zykel. Spiegelt
man in der Ebene EBCH, so vertauscht man zwei Achsen miteinander und lasst
die dritte fest. Also entsteht jede Permutation der drei Achsen. Also ist auch S
eine Quotientengruppe von W (1. Begriindung).

Beispiel Der 2. Isomorphiesatz (G/K)/(H/K) = G/H ist eine Kiirzungsre-
gel. Mit G =W, K = (—E3) und H = Kern(W — S3) erhalten wir Sy/(H/K) =
S3 (3. Begriindung). Alternativ kénnen wir aus ,,S3 Quotientengruppe von Sy“
und ,,5; Quotientengruppe von W* folgern, dass S3 eine Quotientengruppe von W
ist, aufgrund des folgenden Lemmas (2. Begriindung).

Lemma 5.5 Sei f: G — T surjektiv mit Kern K. Sei N < I ein Normalteiler.
Dann ist H := f~Y(N) ein Normalteiler von G, K < H, und G/H =T /N.

Beweis. Sei p: I' — I'/N die kanonische Projektion. Dann H = Kern(po f) <
G und K < H. Jetzt den 2. Isomorphiesatz anwenden. m

5.4 Das Ikosaeder
Das Dodekaeder mit 12 Fléachen, 20 Ecken und 30 Kanten

ist dual zum Ikosaeder mit 12 Ecken, 20 Flachen und 30 Kanten: die Fléchen-
mittelpunkte des einen sind die Ecken einer Kopie des anderen. Also haben sie
die gleiche Isometriegruppe I. Wir arbeiten mit dem Ikosaeder. Die Flachen sind
regulére Dreiecke. An jeder Ecke treffen sich fiinf Flachen. Jede Ecke hat eine
entgegengesetzte Ecke. Betrachtet man diese Ecken als Nord- und Siidpol, so hat
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jeder Pol seinen Polarkreis, der aus den fiinf Flachen um den Pol besteht. Die
restlichen zehn Flachen bilden ein dquatorielles Band.

N

Die Isometriegruppe I enthélt —FEj3, es ist also I = Cy x I, wobei I, den Schnitt
I, = 1IN SO(3) bezeichnet.

Die Operation von I, auf die Ecken ist transitiv. Dies kann man so sehen:
Dreht man durch 2?” um die Achse durch zwei entgegengesetzte Ecken, so verteilen
sich die Ecken in vier Bahnen: der Nordpol und der Siidpol als Bahnen mit je
einem Element; und zwei fiinf-elementige Bahnen, ein oberer Ring und ein unterer
Ring. Dreht man um eine Ecke im oberen Ring, so verschmelzen sich die vier
Bahnen in einer. Wird eine Ecke N festgehalten, so kann man um sie drehen,
die fiinf benachbarten Ecken bilden eine Bahn. Werden zwei benachbarten Ecken
N, A festgehalten, so gibt es — aufser eine Spiegelung, die nicht in I, liegt — keine
Isometrien mehr. Es ist also |I| = 60 und |I| = 120.

Es stellt sich heraus, dass I, = Aj ist. Hieraus folgt, dass I = A; x (s ist.
Man beachte, dass A5 x C5 nicht zu S5 isomorph ist, denn es gibt kein o € S5,
das Ordnung 2 hat und mit jedem 7 € S5 kommutiert.

Wir miissen fiinf Gegenstéande finden, die durch I, permutiert werden. Sei v
eine Ecke und F' eins der fiinf Flachen um v. Es gibt zwei Flachen um v, die
gegeniiber von F' liegen. Halte ich das Ikosaeder mit v mit direkt gegeniiber und
F ganz unten im Kreis der fiinf Flachen, so sind die beiden gegeniiber liegenden
Fldchen oben: ein links oben und ein rechts oben. Ich schreibe L(F,v) fiir die

Flache links oben.
FL:I L(F,l)) FR
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Nun wéhle ich eine Fldche F' und eine Kante K von F'. Sei F” die Fliache auf der
anderen Seite von K, und sei v die Ecke von F” gegeniiber von K. Schreiben wir
T(F, K) fiir die Flache L(F",v).

L(F',v) = T(F, K)

Sei T'(F') die Menge
T(F)={F}U{T(F,K) | K eine Kante von F'}.

Dann: T'(F') hat vier Elemente, und fiir alle F” € T'(F') und fiir jede Kante K’ von
F'ist T(F', K') € T(F). Aufgrund dieser Symmetrie sind die Flachenmittelpunk-
te der vier Flichen die vier Ecken eines reguldren Tetraeders, weshalb ich T'(F)
das Tetraeder von F nenne. Aufserdem ist jede Ecke des Ikosaeders Ecke von
genau einer Fliche in T'(F'). Daher werden die zwanzig Flachen des Ikosaeders in
fiinf vier-elementige Tetraeder aufgeteilt. Um jede Ecke ist jedes Tetraeder mit
einer Flache vertreten. Da Rotationen die rechts- und links-gegeniiberliegenden
Flachen an einer Ecke nicht vertauschen, induziert jedes f € I, eine Permutati-
on der fiinf-elementigen Megen der Tetraeder. Dreht man um eine Ecke, so muss
diese Permutation ein 5-Zykel sein. Dreht man um die Achse durch den Mittel-
punkt einer Fliche F'*, so entsteht ein 3-Zykel: denn die drei Nachbarflichen zu F
haben gemeinsame Ecken und entsammen so drei verschiedener Tetraeder. Diese
drei werden zyklisch permutiert: und die einzige gerade Permutation von 5 Ob-
jekten, deren Zerlegung in disjunkten Zykeln ein 3-Zykel enthélt, ist ein 3-Zykel.
Somit ist [y = As, denn |/ | = 60 = Ajs, und das Bild von 7 in der symmetrische
Gruppe der fiinf Tetraeder ist As:

Lemma 5.6 a) Seien 0,7 € Sy zwei 3-Zykel mit T # o', Dann (o, 7) = A4,
b) Sei o € Sy ein 3-Zykel und T € S5 ein 5-Zykel. Dann (o, T) = As.

Beweis. a) Sei o = (abc), 7= (de f). Wegen 7 # o*! ist {d,e, f} #
{a,b,c}. Da {a,b,c} und {d,e, f} Teilmengen von {1,2,3,4} sind, enthélt

4Die Fliche ganz unten ist iibrigens um 7 verdreht.
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der Schnitt {a, b, c}N{d, e, f} genau zwei Elemente. Nummeriert man um, so
sind es 0BdA 1,2, und ¢ = (1 2 3). Ersetzt man dann zur Not 7 durch 771,
soist 7 = (124). Sei H = (0, 7). Wegen Lagrange ist 3 | |H| | 12 = | A4],
und es reicht zu zeigen: 4 | |H|.

Esist (123)(124)=(13)(24)und (12 4)(123)=(14)(23), also
entdhlt H die vier-elementige Untergruppe ((1 3)(2 4),(1 4)(2 3)), und
4| |H| nach Lagrange.

b) Sei H = (o, 7). Dann H < As; und es ist 3 | |H| und 5 | |H|. Es reicht z.z.
4 | |H|. Nummeriert man um, so ist der 3-Zykel (1 2 a) fiir a € {3,4,5}.
Ersetzt man dann den 5-Zykel durch eine geeignete Potenz, so ist der 5-
Zykel (1 2 ¢ d e). Nummeriert man {3,4,5} erneut um, so ist der 5-Zykel
(1 2 3 4 5) und der 3-Zykel ist (1 2 3), (1 2 4) oder (1 2 5). Wegen
(125)=(512)und (12345)=(51234)ist der Fall (1 25) der gleiche
Fall wie (1 2 3). Wir miissen also nur die Félle (12 3), (1 2 4) priifen.

Fall (123): esist (12345)(123)(12345)" = (234), also (234) € H.
Nach Teil a) ist Ay < H und daher 4 | |H]|.

Fall (12 4): Diesmal ist (12345)(124)(12345)"! =(235) ein Element
von H. Esist (124)(235)=(12354). Mit (12354) = (41235) und
(124) = (41 2) sind wir wieder im Fall (1 2 3). =

Wir haben also bewiesen:

Lemma 5.7 Die Isometriegruppe des Ikosaeders ist isomorph zu Cy X As, aber
nicht zu Sy isomorph. [
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6 Endliche Gruppen von orthogonalen Transfor-
mationen

6.1 Rotationen

Ist P ein regulidres Polyeder, dessen Schwerpunkt im Ursprung liegt, so ist die
Isometriegruppe von P eine Untergruppe der Orthogonalgruppe O(3). Diese Un-
tergruppe ist endlich, denn der Homomorphismus von der Isometriegruppe zur
symmetrischen Gruppe auf den Ecken ist injektiv, und es gibt nur endlich viele
Ecken.

[sometriegruppen reguléarer Polyeder sind somit endliche Untergruppen der
Orthogonalgruppe O(3). In diesem Kapitel untersuchen wir die endlichen Unter-
gruppen von O(3). Genauer gesagt untersuchen wir die endlichen Untergruppen
von SO(3) — nach Lemma 5.4 hat jede Untergruppe von O(3) eine Untergruppe
mit Index 1 oder 2, die in SO(3) liegt.

Elemente von SO(3) werden Rotationen genannt, da sie Drehungen um eine
Achse darstellen (s. Lemma 6.1 unten). Wir werden feststellen, dass jede endliche
Gruppe von Rotationen entweder zyklisch ist (Rotationen um eine gemeinsame
Achse), oder die Gruppe der Rotationen eines der bekannten reguldren Polyeders
ist. Dies nehmen wir als Beleg dafiir, dass die fiinf bekannten reguléren Polyeder
(Tetraeder, Wiirfel, Oktaeder, Dodekaeder und Ikosaeder) die einzigen sind.

Aus der LAAG1 (Lemma 8.8) ist bekannt, dass jede Matrix A € SO(2) von
der Gestalt A = C.OSQ — o 0) ist und somit eine Drehung um den Ursprung

sinfl  cosf
durch 6 darstellt. Aukerdem stellt jedes A € O(2)\ SO(2) eine Spiegelung in einer
Achse durch den Ursprung dar. Auch Elemente des SO(3) stellen Drehungen dar:

Lemma 6.1 Sei E5 # A € SO(3). Dann ist 1 ein Figenwert von A, und der
Eigenraum dazu ist eindimensional. Die Matriz A stellt eine Drehung dar, und
dieser Figenraum ist die Achse der Drehung.

Hilfssatz Ist A\ ein reeller Eigenwert von A € O(n), so ist A = %1, und
die geometrische und algebraische Vielfachheiten von A stimmen miteinander
iberein.

Beweis. Ist v ein Eigenvektor mit Eigenwert A, so ist ||A - v|| = ||[v|] wegen
Orthogonalitét, d.h. ||Av|| = |jv]|, d.h. A = £1. Ist w L v, dann

1 1
(A-w,v) :X<A-w,A~v) :X(w,’u> =0,

also ist der Unterraum v+ invariant beziiglich A, und A induziert eine orthogonale
Transformation des (n— 1)-dimensionalen Unterraums v. Das Ergebnis folgt per

Induktion iber n. ]
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Beweis des Lemmas. Das charakteristische Polynom ist ein reelles Polynom
vom Grad 3 und hat somit mindestens eine reelle Nullstelle (Analysis 1). In C
gibt es genau drei Nullstellen, gezéhlt mit Vielfachheit. Das Produkt der drei
Nullstellen ist det(A) = 1. Sind es drei reelle Nullstellen, so sind es 1,1,1 oder
1,—1,—1. Aber 1,1,1 kommt nur bei A = FEj3 vor, wegen des Hilfssatzes. Sind
es zwei komplexe Nullstellen z;, zo zuziiglich zu A, so ist zo = z;, da Nullstellen
eines reellen Polynoms. Also 1 = |z |?, weshalb A\ = +1.

Somit hat der Eigenwert +1 die Vielfachheit 1. Nun sei U das orthogona-
le Komplement des eindimensionalen Eigenraums. Dann operiert A orthogonal
auf U und stellt somit eine Drehung um den Mittelpunkt dar, d.h. um die Achse,
die der Eigenraum ist. [

Lemma 6.2 Sei G < O(2) endlich, und sei H = G N SO(2). Dann gibt es ein
n > 1 derart, dass H isomorph zu C,, ist und durch die Drehung um 27” erzeugt
wird. Ferner ist entweder G = H = C,, oder |G : H| = 2 und G = D,, die
Diedergruppe erzeugt durch H und eine Spiegelung.

Beweis. Erste Teil: sei § > 0 der kleinste Winkel, der als eine Drehung in H
vorkommt. Dann ist § = 22, und H = (0). Zweite Teil: ist H < G, so wihle
a€ G—H =G\ SO(2). Dann ist det(«) = —1, d.h. « ist eine Spiegelung. Wihlt
man die Koordinatenachsen so, dass « die Spiegelung in die x-Achse ist, so sieht
man: G =2 D,,. n

Bemerkung Wir lernten D,, als Isometriegruppe eines reguldren n-Ecks ken-
nen, was n > 3 voraussetzt. Dieses Lemma liefert die richtige Interpretation fiir
D2 und Dl.

6.2 Voriiberlegungen anhand eines Beispiels

Die Klassifikation der endlichen Untergruppen von SO(3) erfolgt durch die Ana-
lyse einer ganz bestimmten Gruppenoperation.
Betrachten wir das regulére Dreieck: im Kreis vom Radius 1 um O in der

x,y-Ebene. Im R? lassen sich die Symmetrien o,, 0y, 0, nur als Spiegelungen aus
0(2) — SO(2) verwirklichen.

R2
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Im R3 dagegen lassen sie sich durch Rotationen um 7 bewirken:

p,p? Drehung um %’r bzw. um 4?” um Achse P'OP
0, Drehung um 7 um Achse R,0Q),
o,  Drehung um 7 um Achse R,0Q,
0. Drehung um 7 um Achse R.OQ.

wobel
P =(0,0,1) Qo = (1,0,0) sz(—%,gﬂ)
Qc:<_%7_§70> P'=-P Rl:_Ql

Das heifst, wir haben die Isometriegruppe D3 in SO(3) eingebettet. Sei X die acht-
elementige Menge X = {P, P, Qu, Qv, Qc, Ra, Ry, R.}. Es geht um die Operation
von D3 auf X. Beachten Sie: X ist die Menge aller Vektoren, die die Léinge 1
haben und auf Achsen von Rotationen in Dj liegen.

z
A

RB

P/

Lemma 6.3 Sei G < SO(3) eine endliche Untergruppe, G # {F3}. Sei X C R?
die Menge

X :={z € R?| ||z|| = 1 und x ist Achse einer Rotation € G}
ol {x € R*| ||z|| =1 und 3F3 # g € G mit g = x} .

Dann X st endlich mit 2 < |X| < 2|G| — 2; G operiert auf X, d.h. gv € X fir
alle g € G, v € X ; und fiir jedes v € X ist |G| > 2.
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Beweis. Nach der zweiten Definition trégt jedes E3 # g € G zwei Elemente
zu X bei, aber zwei Rotationen konnen die gleichen Achsenpunkte haben. Ferner
enthélt jedes G, mindestens ein g # Fj3, also |G| > 2.

Zur Operation: Sei z € X und F3 # g € G mit gr = z. Sei v € G, und

:= yx. Zu zeigen ist: y € X. Nun, vgy~! € G und # Fj. Ferner ist ygy~ 'y =
ygr = yxr =y, also y € X. [

Man beachte: in unserem Beispiel gibt es drei Bahnen in X: {P, P'}; {Qq, Qp, Q. };
{R., Ry, R.}. Dagegen gibt es nur zwei Bahnen von Achsen, denn Q,, R, liegen
auf der gleichen Achse.

Als weitere Vorbereitung:

Lemma 6.4 Sei G eine Gruppe mit vier Elementen. Dann ist G abelsch und zu
genau einer der folgenden Gruppen isomorph: Cy, Cy x Co (Kleinsche Vierer-

gruppe).

Beweis. Element Ordnung 4 genau dann, wenn zyklisch. Sonst alle nicht-
neutrale Elemente Ordnung 2. Ist also g # e dann |G : (g)| = 2, daher (9) < G,
daher hgh™! = g fiir jedes h € G: kann nur g, e sein. Also abelsch. Sind g, h
zwei verschiedene Elemente # e, dann ist gh ein weiteres solche Element. Also
Vierergruppe. m

6.3 Die Klassifikation

Die 2. Bahnengleichung Die endliche Gruppe G operiere auf der endlichen
Menge X. Dann gilt

1
Anzahl der Bahnen = |_G] Z | X,

geG
wobei X9 = {x € X | gr =z} die Fizpunktmenge von g ist.

Beweis. Die Grofe der Menge YV := {(g,2) € G x X | g = =} kann man auf
zwei verschiedene Weisen bestimmen. Zahlt man die Anzahl der x € X fiir ein
gegebenes g € G, so erhélt man [Y| =" . [X?|. Z&hlt man dagegen die Anzahl
der g € G fiir ein gegebense x € X, so erhélt man

_ _ G|
zeX rzeX

und deshalb > ;)‘ = |_cll| > gec | X9 Andererseits ist et die

r€X |Bahng(z z€X |Bahng(z)|

Anzahl der Bahnen. =

Satz 6.5 Sei G < SO(3) endlich und nichttrivial. Dann tritt genau einer der
folgenden Fdillen ein:
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a) G = C, fir einn > 2: Rotationen um einer gemeinsamen Achse;
b) G = D, fir einn > 2; Diedergruppe, wie in unserem Beispiel;

c) G = Ay: die Rotationengruppe des Tetraeders;

d) G = Sy: die Rotationengruppe des Wiirfels;

e) G = As: die Rotationengruppe des Ikosaeders.

Beweis. Betrachten wir die Operation von G auf X, wie in Lemma 6.3. Sei
N die Anzahl der Bahnen. Fiir g € G ist

X =F
’Xg| — {’ ’ g 3
2 sonst.

Aus der 2. Bahnengleichung folgt also N = % + éﬂG! —1), d.h.

[ X] -2
—N-2. *
a ()

Da 2 < |X| < 2|G] — 2 gilt, ist 0 < linke Seite < 2, also N = 2 oder 3.

Schritt 1: Der Fall N = 2
Nach Gleichung (*) ist auch | X| = 2. Also ist X = {v, —v} fiir ein v. Nach
den Uberlegungen zu O(2) ist G eine zyklische Gruppe von Rotationen um
die Richtung von v.

Schritt 2: Uberlegungen zum Fall N = 3
Seien x,y, z Vertreter der drei Bahnen. Dann

_ 6l , el , I6l

[ X =
|Gal Gy |G

nach der Bahnengleichung, also aus (*) folgt

1 1 1 2
bt = 1 o
@l el e T e )

OBdA wahlten wir z,y, z mit |G,| < |G,| < |G4|. Es ist |G| > 2. Ist
|G| > 3, dann betrégt die linke Seite von (**) héochstens § + 3 + 3, ein
Widerspruch. Also |G,| = 2. Ist |G,| > 4, dann betrégt die linke Seite

hochstens 1 4 1 + 1, ein Widerspruch. Also |G| = 2 oder = 3.
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Schritt 3: Der Fall |G| =2
Aus (**) wird |G, | = % Sei n = |G| > 2, also |G| = 2n. Die Bahnen von
x,y haben dann Lénge n, und die von z hat Lange 2.

Man beachte: fir v € X ist die Bahn von —v die Menge {—w | w €
Bahng(v)}.

Ist n > 3, so ist {z, —z} die Bahn von z, denn z, —z miissen in Bahnen
der gleichen Lange liegen. Ist n = 2, so besteht jede der drei Bahnen aus 2
Elemente. Ist die Bahn von z nicht {z, —z}, so ist sie o0BdA {z, —z}. Dann
ist aber {x, —z} die Bahn von —z, tibrig bleibt {y, —y} als die dritte Bahn.
OBdA ist also {z, —z} die Bahn von z, auch im Fall n = 2.

Diese Gruppe ist die Diedergruppe D,, der Isometrien eines reguléaren n-Ecks
— bzw. fiir n = 2 eines Rechtecks — in der Ebene senkrecht zur z-Richtung,
nach Lemma 6.2.

Schritt 4: Der Fall |G| = 3: nur drei mégliche Werte fiir |G|

Es ist @ =14 ﬁ Hier gibt es nur drei Moglichkeiten:

G.| =3, |G| =12 |G.|=4,|G|=24  [G.[=5, |G| =60

Schritt 5: Nur die drei bekannten Isometriegruppen moglich
Bei jeder der drei méglichen Gruppenordnungen in Schritt 4 miissen wir zei-
gen, dass es sich um die bekannte Isometriegruppe handelt. Wir behandeln
exemplarisch nur den Fall |G| = 60. Hier ist |G,| = 2, |G| = 3, |G| = 5.
Sei Z die Bahn von z. Es ist |Z| = 12. Da die drei Bahnen drei verschiedene
Léangen haben (30 bzw. 20 bzw. 12), gibt: fiir jedes v € X liegen v, —v in
der gleichen Bahn.

Die Gruppe G, operiert als eine zyklische Gruppe von Rotationen um die
Achse 0z. Jede Rotation fixiert nur die Punkte auf der Achse, also haben die
Bahnen von der Operation von G, auf X Lénge 1 (auf Achse) oder 5 (nicht
auf Achse). Es gibt also vier Bahnen: z selbst; —z; und zwei 5-elementige
Bahnen. Jeder Punkt einer solchen Bahn liegt auf der gleichen Hohe bzgl.
dem Nordpol z, und hat auch die gleiche Entfernung von z.




Es gibt also nur drei moglichen Entfernungen von z zu einem anderen v € Z:
d fiir v im oberen Kreis; d < D < 2 fiir v im unteren Kreis; und 2 fiir v = —=z.
Die Elemente des oberen Kreises nennen wir die Nachbarn von z. Das gleiche
mit den gleichen Entfernungen d, D, 2 gilt fiir jedes andere 2’ € Z.

Sei v im oberen Kreis bzgl. z. Betrachten wir die anderen vier Punkte im
Kreis. Die beiden Nachbarn im Kreis miissen die Entfernung d haben, die
anderen beiden Punkten miissen die Entfernung D haben.

kein Punkt € Z hier —

Die 5 Nachbarn von v sind also z, zwei Nachbarn im oberen z-Kreis, und
zwei Punkte aus dem unteren z-Kreis. Also kommt z zwischen den beiden
Nachbarn im oberen z-Kreis. Somit ist das Dreieck zwischen z und zwei
benachbarte Punkte im oberen Kreis gleichseitig mit Kantenlange d. Um
jeden Punkt v € Z gibt es 5 solche gleichseitige Dreiecke. Das Ikosaeder
liegt vor. Die Punkte in der Bahn von y sind die Flachenmittelpunkte; die
Punkte in der Bahn von x sind die Kantenmittelpunkte. [

Ubungsaufgabe Machen Sie das gleiche fiir die anderen beiden Gruppen. Iden-
tifizieren Sie beim Tetraeder die drei verschiedenen Bahnen von Achsenpunkten.
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7 Konjugation und einfache Gruppen

7.1 Konjugationsklassen

Zur Erinnerung Sei G eine Gruppe. Konjugation ist die Operation von G auf

sich selbst gegeben durch (g, ) — gzg—*.

Bezeichnung Bahnen bzgl. Konjugation heifsen Konjugationsklassen.

Lemma 7.1  a) Sei G eine Gruppe und g € G. Die Abbildung c;: G — G,
cg(h) = ghg™" ist ein Gruppenhomomorphismus. Ist H < G, so ist ferner
cg: H — H ein Homomorphismus.

b) Genau dann ist die Untergruppe H < G ein Normalteiler in G, wenn H
eine Vereinigung von Konjugationsklassen ist.

c¢) Fir o,7 € S, berechnet man won~' aus der disjunkten Zykel-Zerlequng

von o, indem man 7 auf jedem Zykeleintrag anwendet.

d) Zwei Permutationen o, T € S, liegen genau dann in der gleichen Konjuga-
tionsklasse, wenn sie vom gleichen Typ sind.

Beweis. a) Wegen G < G reicht es, den zweiten Teil zu zeigen. Wegen
H < G ist ¢,(h) € H fiir alle h € H, g € G. Auferdem ist c,(h1he) =

ghihag™ = ghig~ ghag™! = cy(h1)cy(ha).
b) Genau dann ist H <« G, wenn ghg™' € H ist fir alle g € G, h € H.

c) Wegen Teil a) reicht es, den Fall 0 = (a; ay ... a,) ein r-Zykel zu be-
handeln. Ist b & {m(ay),...,n(a,)}, so ist 7=1(b) & {a1,...,a,}, daher
or Y(b) = 771(b) und o ~1(b) = b. Fiir b = 7(a;) ist ror~1(b) = no(a;) =
m(ai1), bzw. w(ay) falls i = r. Also ron™ = (7(ay) ...;7(a,)).

d) Wegen c¢) haben konjugierte Permutationen den gleichen Typ. Umgekehrt
seien 0,7 € S, zwei Permutationen vom gleichen Typ. Schreiben wir die
disjunkten Zykel-Zerlegungen von o, 7 hin, jeweils mit den ldngsten Zykeln
vorne und den kleinsten Zykeln (diesmal einschl. 1-Zykeln!) hinten. Jetzt
die Zykel-Klammer wegradieren. Wir erhalten zwei Zahlenreihen: eine fiir o,
eine fiir 7. Jede Reihe enthélt die Zahlen 1, ..., n in irgendeiner Reihenfolge.
Es gibt genau eine Permutation 7w € .5,,, die fiir jedes r die rte Zahl in der
o-Reihe auf der rten Zeile in der 7-Reihe abbildet. Dann ist mor~™! = 7

nach Teil ¢) und unserer Konstruktion. n

Beispiele Beispiele zu Teil ¢) und zum Beweis von Teil d).
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7.2 Das Zentrum und ein Satz von Cauchy

Einfache Betrachtungen iiber die Lange von Konjugationsklassen fithren zu eini-
gen interessanten Ergebnissen.

Definition Das Zentrum Z(G) einer Gruppe G ist die Teilmenge
Z(G):={9g€eG|hg=ghVheG}.
Lemma 7.2 Z(G) < G.

Beweis. Genau dann ist ¢ € Z(G), wenn ghg™! = h ist fiir jedes h € G.
Das heifst, Z(G) ist der Kern des Homomorphismus G — S(G), der durch die
Konjugation-Operation induziert wird (vgl. Lemma 4.1). Kerne sind Normalteiler.

]

Beispiele Ist G abelsch, so ist Z(G) = G. Es ist Z(S3) = {Id}. Fiir Dy =
{1d, p, p*, p*, 0, 0p,0p, 0p*} mit 0 = p* = Id und opo = p’ ist Z(Dy) = {1d, p*}.

Definition Sei p eine Primzahl. Ist G eine endliche Gruppe mit |G| = p" fiir
ein n > 0, so heikt G eine (endliche) p-Gruppe.

Beispiele Fiir jede Primzahl p ist die zyklische Gruppe C, eine p-Gruppe.
Die Gruppe S3 =2 Dj ist keine p-Gruppe. Die Gruppe D, ist eine 2-Gruppe, denn
|D,;| = 23. Es ist Geschmackssache, ob die triviale Gruppe G = {e} als eine
p-Gruppe gezéahlt wird oder nicht.

Lemma 7.3 Sei G eine p-Gruppe (endlich, nichttrivial). Dann ist das Zentrum
Z(G) nicht trivial: Z(G) > {e}.

Beweis. Es ist |G| = p™ mit p prim und n > 1. Betrachten wir die Operation
von G auf sich selbst durch Konjugation. Die Summe der Bahnlédngen betrégt
|G| = p™ und ist durch p teilbar. Jede Bahnlénge teilt p™ wegen der Bahnenglei-
chung, und ist daher entweder 1 oder durch p teilbar. Es folgt, dass die Anzahl
der Bahnen, deren Lénge 1 betréigt, durch p teilbar sein muss. Eine solche Bahn
ist {e}. Somit gibt es mindestens p > 2 solche Bahnen. Aber g € Z(G) genau
dann, wenn {g} eine Bahn ist. n

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) ist eher fiir seine Beitrdge zur Analysis be-
kannt, hat aber auch in der Gruppentheorie gewirkt.

Lemma 7.4 (Der Satz von Cauchy) Sei p eine Primzahl und G eine endli-
che Gruppe mit p | |G|. Dann hat G mindestens eine Untergruppe, die zyklisch
der Ordnung p ist.
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Beweis. Induktion tiber |G|. Induktionsanfang: nach Lemma 3.2 ist jede Grup-
pe der Ordnung p zyklisch. Nun sei |G| > p, und das Lemma gelte fiir alle Grup-
pen H mit |H| < |G|.

Schritt 1: Der Fall 3g € G mit p | o(g)
Angenommen es gibt ein ¢ € G mit p | m := o(g). Dann hat g» Ordnung
p und erzeugt daher eine zyklische Untergruppe der Ordnung p. Fertig.

Schritt 2: Der Fall Z(G) # {e} (einschl. der Fall G abelsch)
Wihle e # g € Z(G). Sei m = o(g) und H = (g). Dann |H| = m und
H < G. Es ist p { m, sonst wiirde Schritt 1 eintreten. Also teilt p die
Ordnung der Quotientengruppe G/H. Nach der Induktionsannahme gibt es
v € G derart, dass vH € G/H eine zyklische Untergruppe der Ordnung p
erzeugt. Also v ¢ H, aber 4* € H. Somit ist p | o(vy) | pm. Fertig nach
Schritt 1.

Schritt 3: Der Fall Z(G) = {e}
Die Summe der Langen der Konjugationsklassen betrigt |G| und ist daher
durch p teilbar. Es gibt genau eine Konjugationsklasse der Lénge 1, ndm-
lich {e}. Da p prim ist, muss es also mindestens ein g € G geben, deren
Konjugationsklasse-Lange sowohl > 2 als auch durch p nicht teilbar ist.
Das heifst, der Stabilisator von ¢ ist eine echte Untergruppe von G, deren
Ordnung durch p teilbar ist. Nach der Induktionsannahme enthélt der Sta-
bilisator eine zyklische Untergruppe der Ordnung p. [

Beispiel In der Gruppe GL3(IFy) gibt es ein Element der Ordnung 7, denn die
Ordnung der Gruppe betrégt 7-6-4. Das heift, es gibt eine (3 x 3)-Matrix A mit
Eintrégen aus Fy derart, dass A" = E3, A # Es.

Lemma 7.5 Sei k ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen.
a) Ist V' ein n-dimensionaler k-Vektorraum, so hat V' genau q" Elemente.
b) Firn >0 ist |GLu(k)| = [[Zaa" — ).
¢) Firn >1 ist|SL,(k)| = q%lH::é(q” —q").
Bemerkung Man kann nachweisen (Ubungsaufgabe!), dass q eine Primpotenz

sein muss. Aufferdem kann man nachweisen, dass k£ durch ¢ eindeutig bestimmt

ist. Daher schreibt man héufig GL,(q) fiir GL,(k), und SL,(q) fiir SL, (k).
Beweis.  a) Sei vy,...,v, eine Basis von V. Jedes v € V ist auf genau

einer Weise eine Linearkombination von vy,...,v,. Und es gibt genau ¢"
Moglichkeiten fiir die Koeffizienten bei einer solchen Linearkombination.
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b) Die Vektoren Awy, ..., Av, bestimmen eine Matrix A € GL, (k) eindeutig.
Die einzige Bedingung auf diesen Vektoren ist, dass sie lienar unabhéingig
sein sollten. Fiir Av; gibt es ¢" —1 Moglichkeiten: alles aufser der Nullvektor.
Sind Avy, ..., Av, bereits gewahlt, so gibt es ¢"—q" Moglichkeiten fiir Av,1:
alles auferhalb des r-dimensionalen Unterraums Spann(Auvy, ..., Av,).

c) Fir n > 1 ist die Determinante ein surjektiver Homomorphismus von
GL,(k) nach der multiplikativen Gruppe k* = k \ {0}: surjektiv wegen
A = diag(z,1,...,1) fiir beliebiges x € k*. Der Kern ist SL, (k). n

Bemerkung Allgemeiner besagt der Satz von Sylow, dass eine Gruppe der
Ordnung p%m mit p { m mindestens eine Untergruppe der Ordnung p? enthilt.
Somit enthélt jede Gruppe der Ordnung 72 Untergruppen der Ordnungen 8 und
9.

7.3 Die Gruppe Aj ist einfach

Lemma 7.6 In der alternierenden Gruppe As gibt es genau 5 Konjugationsklas-
sen:

Das neutrale Element;

Alle 3-Zykel (20 Stiick);

Alle Permutationen vom Typ 2%, d.h. vom Typ (a b)(c d) (15 Stiick)

Zwer verschiedene Konjugationsklassen von je zwolf 5-Zykeln. Ist o ein 5-
1 2

Zykel, soist o ~ o7, 0w 0.
Bezeichnung Der Zentralisator C(g) eines Elements g € G ist Cg(g) = {h €

G | hg = gh}. Dies ist der Stabilisator Stabg(g) bzgl. der Konjugationsoperation.
Also Cg(g) < G, und

|G| = |Konjugationsklasse von g| - |Ca(g)]| -

Beweis. Ist o € Ajs ein 3-Zykel, so gibt es 7 € S5 mit 7(1 2 3)7~! = 0. Das
gleiche gilt, wenn man 7 durch 7(4 5) ersetzt. Eins von diesen beiden ist gerade.
Das gleiche gilt mit o = (a b)(c d), (12)(34) und 7(1 2).

Es gibt 24 5-Zykel in S5. Alle sind dort konjugiert, also ist |Cs, (o) = 5 fiir
o € Sy ein 5-Zykel. Also Cs, (0) = (o) < As. Folglich hat die Konjugationsklasse
von o in As die Lange 12.

Firo=(abcde)ist ror ! =0c7! fir 7 = (be)(cd) € A5, und mon™! =
(acebd) =c*firm = (bced) & As. Der Zentralisator liegt in As, also ist
o o?in As. -
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Definition Eine Gruppe G heifst einfach, wenn es genau zwei Normalteiler
gibt: {e} und G selbst.

Beispiel C,
Satz 7.7 Die Gruppe As ist einfach.

Beweis. Sei H <1 A5 ein Normalteiler mit H # Aj. Es ist H eine Vereinigung
von Konjugationsklassen. Keine 3-Zykel diirfen vorkommen, wegen Lemma 5.2.
Wegen (1 2)(4 5) - (1 3)(4 5) = (1 3 2) darf auch nichts von der Gestalt 22
vorkommen. Somit kénnen nur Id (zwangsweise) und 5-Zykeln vorkommen. Somit
ist |H| € {1,13,25}. Von diesen ist nur 1 ein Teiler von |A5| = 60. "
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8 Mobiustransformationen

1. Definition Seien a,b,c,d € C mit ad — bc # 0. Die Funktion

az+b
cz+d

f(z) =
heifit eine Mébiustransformation. CU{oc} ist Definitions- und Wertebereich. Fiir

c=0ist f(co) = oo; fiir ¢ # 0 ist f(—2) = o0, f(o0) = 2.

8.1 Die Riemannsche Zahlenkugel

Identifizieren wir die komplexe Ebene mit der Ebene z = 0 des R®. Betrachten
wir die Sphére® S vom Radius 1 mit Mittelpunkt (0,0, 1).

C

Sei N = (0,0,2), der ,Nordpol* der Sphére. Nun sei P € § mit P # N. Dann
trifft die Gerade NP die komplexe Ebene in genau einem Punkt =: f(P). So
erhalten wir eine Abbildung f: S\ {N} — C. Insbesondere ist f(S) = 0 fir den
wSudpol“ S = (0,0,0). Diese Abbildung ist stetig: es ist

mit z < 2 da P # N. Sie ist eine Bijektion, und die Umkehrabbildung

(z +1y),

f e +iy) = (4z, 4y, 2(2* + y*))

2+ y2+4

ist auch stetig. Ferner gilt: desto nidher P zu N ist, desto grofer ist |f(P)]. Also
kann man C mit einer Sphére minus einen Punkt identifizieren.

Definition Aus diesem Grund kann man die Menge C U {oco} als eine Sphére
betrachten. Name: die Riemannsche Zahlenkugel.

SKugeloberfliche
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Bemerkung Hier ist oo bloft ein Symbol, die den Punkt N enspricht wenn
man z € C mit f~!(z) € § identifiziert. Von 400 und —oo zu reden wire in
diesem Zusammenhang unangebracht, von 700 erst recht.

Bemerkung Man kann auch Analysis auf der Riemannschen Zahlenkugel trei-
ben (Funktionentheorie). Die e-Umgebungen von oo sind die die Mengen {oo} U
{zeC||z| > K}.

8.2 Die Riemannsche Zahlenkugel als ein projektiver Raum

Projektive Radume kennen wir aus LAAG2 §20. Sei V' ein k-Vektorraum, und
v,w e V\{0}. Wir setzten v ~ w falls es A € k gibt mit v = A\w, zwangsweise ist
A # 0. Dies ist eine Aquivalenzrelation, wir schreiben [v] fiir die Aquivalenzklasse
von 0 # v € V. Der projektive Raum P(V') ist die Menge P(V) = {[v] | 0 £ v €
V'} aller eindimensionalen Untervektorrdume von V.

Fiir V = k" schreiben wir (xg : 21 @ ... : z,) = [(zo, %1, - - ., T,)] (;homogene
Koordinaten®). Insbesondere ist

P(k)={(z:1) ] z€k}U{(1:0)},
also steht P;(k) in Bijektion mit kU {oo}. Insbesondere steht P;(C) in Bijektion
mit CU {oo}: es ist
£:1
(z:w) = (1) w7§0'
(1:0) w=0

Es gibt also eine Bijektion zwischen P;(C) und der Riemannschen Zahlenkugel,
die z auf (z : 1) und oo auf (1 : 0) abbildet. Ab jetzt bezeichnen wir die Rie-
mannsche Zahlenkugel mit P;(C).

8.3 Mobiustransformationen und Projektivititen

Ist F': V. — V ein Automorphismus (d.h. ein invertierbarer Endomorphismus),
so gilt v ~ w = F(v) ~ F(w). Durch F([v]) := [F(v)] induziert also F' eine
wohldefinierte Abbildung F': P(V) — P(V).
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Definition Eine solche Abbildung F': P(V) — P(V) heift eine Projektivitit
von P(V).

Es ist FG = FG, also (F)~' = F~1: Projektivitiiten sind invertierbar, und sie
bilden eine Gruppe bzgl. Verkniipfung.

Fir A = (2%) € GLy(C) entspricht die Mobiustransformation fa(z) = ‘Cfifl
der Projektivitit A(z : w) = (az 4+ bw : cz + dw) des P;(C): denn

R Y R i S
U (TR e

Die Produktregel fafs = fap folgt jetzt aus AB = AB. Ohne den Umweg
der Projektivitdten miissen viele Spezialfille gepriift werden.

8.4 Mobiustransformationen als eine Quotientengruppe

2. Definition Eine Mobiustransformation ist eine Projektivitét des P (C).

Lemma 8.1 a) Jede Mdébiustransformation ist eine Bijektion von der Rie-
mannschen Zahlenkugel P,(C) = CU {oo} nach sich selbst.

b) Die Mobiustransformationen bilden eine Gruppe beziiglich Verkniipfung.

c) Die Gruppe der Mébiustransformationen ist isomorph zu einer Quotienten-
gruppe von GLy(C) und zu einer Quotientengruppe von SLy(C).

Beweis. Die ersten beiden Teile haben wir oben nachgewiesen, der erste Teil
von ¢) auch. Fir 0 < X erfiillt die Skalarmatrix By = (}9) die Gleichungen
det(B,) = A und fp, = Id. Mit \ eine Quadratwurzel von det(A)™" ist daher
AB)\ S SLQ(C) und fABA = fA- [ |

Lemma 8.2 a) fa = Id genau dann, wenn A eine Skalarmatriz A = (%)
15t.

b) Fir jede der Gruppen G = GLy(C), GLy(R), SLy(C), SLy(R) und O(2) gilt:
Z(G) ={A € G| A eine Skalarmatriz} .

a) az+b

= 2z ausmultiplizieren, Koeffizientenvergleich.
cz+d )

Beweis.

b) (2%) mit (¥ ') € SO(2) kommutieren: d = a, b = —c¢. Kommutiert man
dann (¢ 2¢) mit (§ ) fiir « # y, so erhilt man ¢ = 0. Solche Matrizen sind

(3%) €O0(2) und (§°> € SLy(R). .
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Definition Die projektive spezielle lineare Gruppe PSL,(k) ist per Definiti-
on die Quotientengruppe SL,(k)/Z(SL,(k)). Analog definiert man die projektive
allgemeine lineare Gruppe PGL,(k) als GL,(k)/Z(GL,(k)).

Korollar 8.3 Die Gruppe der Mdébiustransformationen ist isomorph zu PSLy(C)
und zu PGLy(C).

Bewers. Folgt aus Lemma 8.2 und Lemma 8.1. [

Bezeichnung Die Gruppe der Mobiustransformationen bezeichnen wir daher

Bei den Mobiustransformationen geht es also um eine Operation von PSLy(C)

auf P;(C).

Bemerkung PSLo(R) kann als eine Untergruppe von PSL,(C) betrachtet wer-
den: wichtig fiir die hyperbolische Geometrie.

Lemma 8.4 Die Gruppe der Mdébiustransformationen wird erzeugt durch Trans-
formationen der drei Arten f(z) = 1, f(z) = z+b (b € C) und f(z) = az
(0#ae€C).

Beweis. Klar fiir ¢ = 0. Fiir ¢ # 0 ist

8.5 Drei Punkte

Lemma 8.5 Seien {Py, Py, Ps} und {Q1,Qa, Q3} zwei dreielementige Teilmen-
gen des Pi(C). Dann gibt es genau eine Mobiustransformation f mit f(P;) = @Q;
fir alle 1 <14 < 3.

Zusatz: Sind die P;,Q; alle reell, d.h. der Art (x : y) mit x,y € R, so liegt
f € PGLy(R).

Beweis. Seien vy, vy,v3 € C? mit P; = [v;]. Da die Punkte P; verschieden
sind, sind keine zwei v; linear abhéngig: insbesondere gibt es «, 8 # 0 mit v =
avy + vy, Ersetzen wir vy durch awvs und vy durch (v, so ist o0BdA v3 = v1 + vs,
d.h. P3 = [v; + v3]. Analog withlen wir uy,us € C? mit Q; = [us], Q2 = [uz] und
Q3 = [us] fiir uz3 = uy + uy. Sind die P; alle reell, so wihlen wir vy, vy, v3 € R?
dann sind «, 8 € R, also o0BdA v3 = v; + v9 und alle drei Vektoren reell. Analog
wahlen wir uq, us und uz = uy + us alle reell, falls die (); alle reell sind.
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Eine Moébiustransformation der gesuchten Sorte entspricht einem Automor-
phismus F' des C? derart, dass F(v;) ein Skalarvielfaches von wu; ist Vi (fiir
ug = uj + uz). Ein solcher wird mittels linearer Fortsetzung eindeutig definiert
durch F(vy) = w1, F(ve) = uy. Sind die v; und die u; reell, so ist die Matrix
von F' reell, denn die Basiswechselmatrizen zwischen der Standardmatrix und
den beiden Basen vy, v, und uq, us sind reell.

Ist G ein zweiter solcher Automorphismus, dann aus [G(vy)] = [u4] folgt, dass
es ein A # 0 gibt mit G(v;) = Auq; analog gibt es p,v # 0 mit G(vy) = pus
und G(v1 4+ v9) = v(ug + ug). Also v(uy + ug) = Aug + pus, dh. g =v = X und
G = \F, was die gleiche Mobiustransformation induziert. [

Bemerkung Eine Mobiustransformation f ist also eindeutig definiert durch
das Tripel f(0), f(1), f(o0); und jedes Tripel von paarweise verschiedenen Ele-
menten von P;(C) kommt so vor.

Beispiel Aufgabe: man bestimme die Mobiustransformation, die f(0) = 24,
f(1) = =1 und f(co0) = £ erfiillt. Welchen Wert nimmt f(—1) an? Fiir welches z
ist f(z) = 00?

Losung: Aus f(oco) = 1 folgt f(z) = £t2. Aus f(0) = 2i folgt dann f(z) =

] - 2z+4d”
%. Aus f(1) = —1 folgt dann %l = —1, also 1 + 2id = —2 — d, also
(14 2i)d = —3, also bd = —3(1 — 2:). Es ist also
oz + 12 — 6o
ST
f(=1) = §=5% = 555(7 = 60)(13 + 6) = BI2% und f~'(o0) = —§ = &35

8.6 Mobiustransformationen und Kreise

Wir werden sehen, dass Mobiustransformationen Kreise auf Kreise abbilden. Wir
benotigen aber eine Sonderregelung fiir den Punkt oo.
Beispiel Was passiert mit dem Einheitskreis {2 | |z] = 1} unter f(z) = 2 €
PSLy,(C)?
Es ist f(1) = 0, f(i) = ¢, f(—i) = —i: diese liegen alle auf der Gerade
R(z) = 0. Auberdem ist f(—1) = oo. Allgemeiner gilt fiir z # —1 mit zz = 1:
(z—1)(z+1) z2—Z S(z)

& = e " 2352 1aRne

Somit bildet f den Einheitskreis auf der Gerade R(z) = 0 zzgl. co bijektiv ab
(Grenzwertverhalten fiir z — —1 betrachten).

1. Definition Ein Kreis in CU {oo} ist entweder ein gewohnlicher Kreis in C,
oder eine Gerade in C zzgl. den Punkt oo.
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Es gibt eine zweite Definition, die (fast) ohne Fallunterscheidung auskommt. Zur
Erinnerung (LAAGTI, insbes. Lemma 8.2): eine Matrix A € M, (C) heift hermi-
tesch, falls A" = A gilt, wobei A" € M,(C) durch A]l = A;; definiert ist. Die

hermiteschen Matrizen aus M (C) sind die der Gestalt <Z Z) mit z,y € R.

2. Definition Sei A = (i_i Z) eine invertierbare hermitesche Matrix. Sofern
die Losungsmenge
Ky :={(z:w) € P(C) | x2Z 4+ azZw + azw + yww = 0}
nicht leer ist, heifst sie ein Kreis in P;(C).

Beispiel Ey = (§9) ist hermitesch und invertierbar. Diese Matrix entspricht
der Gleichung 2z + ww = 0, die nur fiir z = w = 0 und daher fiir kein (z : w) €
P, (C) l6sbar ist.

Bemerkung Diese zweite Definition macht Sinn: Ist (' : w') = (2 : w) dann
gibt es 0 # A € C mit 2/ = Az, w' = Aw. Also

22’7 + aZ'w + aZ'w + yw'w’ = |\ (22Z 4+ aZw + 420 + ywd)
und daher (z:w) € Ky < (2 :w') € Ka.
Lemma 8.6 Beide Definitionen sind dquivalent.

Beweis. Der Kreis mit Radius 7 > 0 und Mittelpunkt b € C ist gegeben durch
|z—0b =7, dh. (z =b)(z—0) =72 d.h. 22 — bz — bz + (bb — ?) = 0. Wechselt
man zu homogenen Koordinaten (z : w), so hat man

2Z — bzw — bz + yww = 0
fiir y = |b]* — r2: fiir (z : w) = (z : 1) und = (1 : 0) priifen! Dies ist K, fiir
1 —
A= (—l_) o2 —br2>' Determinante —r2, also invertierbar.

Sei b # ¢ € C. Die Menge {z | |z —b|] = |z — ¢|} ist eine Gerade, und jede

Gerade lasst sich so beschreiben.

L=A{z:|z=b=|z—¢|}
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Also (z—b)(2—b) = (z—¢)(Z—¢), also (¢ — b)z+ (c—b)Z+ (|¢|* — |b]*) = 0. Fiir
homogene Koordinaten heift das (¢ — b)zw+ (c—b)zw+ (|c|* — |b]*)wd = 0, was —
wie erwiinscht — den Punkt (1 : 0) der Lésungsmenge hinzufiigt. Mit @ = ¢—b und

y = |c/> — |b]* € R liegt hier K4 fiir A = (g Z) vor: offensichtlich hermitesch,

und invertierbar wegen b # c.

Umgekehrt sei A = (2 Z) invertierbar und hermitesch, und K4 sei nicht

leer. 1. Fall 2 = 0: Es ist a # 0. Sei A € C gegeben durch (2\ + 1) |a|* = y. Dann
mit ¢ = (A+ 1)aund b= \a ist a = ¢ — b, y = |c|> — |b]*: eine Gerade liegt vor.
2. Fall  # 0: teilt man die Gleichung fiir K4 durch x € R, so &ndert sich
die Losungsmenge nicht. Also oBdA = = 1, und die Gleichung lautet 2z + azZw +
a2 4 ywd = 0, also |z + aw|* + (y — |af*) Jw|* = 0. Fiir y — |a|* > 0 ist dies nur
fiir z = w = 0 losbar: keine Losungen in P;(C). Der Fall y — |a|* = 0 kommt nicht
vor, denn A ist invertierbar. Fiir y — |a|* < 0 liegt der Kreis mit Mittelpunkt —a

und Radius /|a| — y vor. n

Lemma 8.7 Ist f eine Mdébiustransformation und K C CU {oo} ein Kreis im
oberen Sinne, so ist auch f(K) ein Kreis.

Beweis. Sei A invertierbar und hermitesch. Die Gleichung fiir K 4 lautet
(z w)-A-(5)=0.

Sei fp die Mobiustransformation einer invertierbaren Matrix B. Dann hat f5(K4)
die Gleichung (z @) - A"+ (§) = 0 fir A’ = (B~1)7AB~'. Auch A’ ist also
invertierbar und hermitesch, und die Losungsmenge ist nicht leer. Also fp(K4) =
K Al ]

Lemma 8.8 Seien Py, Py, Ps drei verschiedene Punkte des Pi(C). Dann gibt es
genau einen Kreis, der alle drei Punkte enthdlt.

Beweis. Nach Lemma 8.5 und Lemma 8.7 reicht es, den Fall P, =0, P, = 1,
P; = oo zu betrachten. Kein herkémmlicher Kreis enthélt co. Bei den Geraden
enthélt nur die x-Achse (einschl. o) alle drei Punkte. =
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9 Hyperbolische Geometrie

9.1 Konforme Abbildungen

Lemma 9.1 Madébiustransformationen sind konforme Abbildungen, d.h. sie er-

halten Winkel.

Beweis. Seien «,3: R — C zwei differenzierbare Funktionen mit «(t) =

B(t) = zo.

a/(0) 5'(0)

I6]

Sei f(z) = %jfs eine Mobiustransformation mit f(zp) # oo. Wir berechnen (f o

«)'(0). Es ist

o ad (t)(ca(t) +d) — ca/(t)(aa(t) +b)
(Foa)(t) = phed ,

also (f o) (0) = A/(0). fiir A = % # 0. Auch (f o 8)'(0) = AF'(0). Somit
sind die Winkel zwischen f o «, f o 8 und zwischen «, 3 gleich.

Bleibt den Fall zu untersuchen, wo mindestens eins aus 2y, f(z) = oo ist. Nach
dem aber, was wir bereits bewiesen haben, konnen wir sagen: Zwei Kurven a, 3,
die sich in oo schneiden, sind differenzierbar dort und schneiden sich mit Winkel 6
genau dann, wenn dies gilt fiir den Schnittpunkt 0 der Kurven 1/«(t), 1/5(¢t). Wir
hétten auch jede andere Mébiustransformation mit f(oo) # oo nehmen kénnen:

wegen dem bereits bewiesenen Teil bekdmen wir die gleiche Antwort. ]
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g ga ggﬁ

goo

hog*1

-—

Ig oh™!

ho
hﬁ

hoo

Beispiel K ein Kreis mit Mittelpunkt auf der xz-Achse. Dann treffen sich die
Kreise f(K), f(x-Achse) in rechten Winkeln.

Beispiel Zwei nicht-parallele Geraden® treffen sich einmal in der komplexen
Ebene und einmal in co. An beiden Stellen treffen sie sich im gleichen Winkel. Be-
griindung: Eine Mobiustransformation anwenden, die beide Schnittpunkte nach
Punkte in C abbildet. Jetzt geht es um Schnittpunkte Kreis mit Kreis oder Kreis
mit Gerade. Bekanntlich gibt es hochstens zwei, und wenn es zwei gibt, dann sind

beide Winkel gleich.

0 00
A\

’

0 /

P

Beispiel Zwei parallele Geraden dagegen treffen sich nur in co; dort beriihren
sie sich.

Bemerkung Vergleich: P;(C) und P(R).

6Nicht vergessen: es geht hier um P;(C), nicht um P (R).
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9.2

Die hyperbolische Ebene: Das Halbebene-Modell

Definition Sei ‘H die obere Halbebene der komplexen Ebene:

H:={2€C|3(z)>0}.

Eine hyperbolische Gerade in 'H ist die Menge H N K fiir einen Kreis K in P;(C),
der die z-Achse (einschl. co) zweimal im rechten Winkel schneidet.

Bemerkung Kreise in P;(C) sind herkémmliche Kreise oder (euklidische) Ge-
raden. Ein herkommlicher Kreis schneidet die xz-Achse genau dann im rechten
Winkel, wenn der Mittelpunkt auf der z-Achse liegt. Nach den obigen Uberle-
gungen ist eine euklidische Gerade genau dann eine hyperbolische Gerade, wenn
sie parallel zur y-Achse ist.

Die Halbkreis-Endpunkte auf der z-Achse gehoéren nicht zur hyperbolischen
Gerade.

Lemma 9.2 ) Seien P,QQ € H mit P # Q. Es gibt genau eine hyperbolische

Gerade L, die P mit () verbindet.

b) Zwei hyperbolische Geraden treffen sich in hichstens einem Punkt.

c) Sei L eine hyperbolische Gerade und P € H \ L. Dann gibt es unendlich

viele hyperbolische Geraden durch P, die L nicht treffen.

Beweis.  a) Sei R der Mittelpunkt der Strecke PQ. Sei G die Gerade durch

R, die senkrecht auf PQ steht. Ist G parallel zur z-Achse, so haben P,
die gleiche x-Koordinate: somit liegen Sie auf keinem Kreis mit Mittelpunkt
auf der z-Achse; und sie liegen auf genau einer Gerade parallel zur y-Achse.
Ist dagegen G nicht parallel zur x-Achse, so trifft sie die z-Achse in genau
einem Punkt M. Der Kreis mit Mittelpunkt M durch P, (@ ist die einzige
hyperbolische Gerade.

Treffen sich zwei hyperbolische Geraden in z € H, so treffen sie sich auch
in z € P;(C)\'H. Aber zwei Kreise in P;(C) treffen sich héchstens zweimal.

Nach Lemma 9.3 unten operiert PSLy(R) auf H und permutiert die hy-
perbolischen Geraden. Nach Lemma 9.4 unten werden die hyperbolischen
Geraden transitiv permutiert. OBdA ist also L die Gerade x = x; und P
der Punkt zo + iy, yo > 0. Es ist x1 # w9, o0BdA z; < x5. Die Gerade
x = x5 ist eine solche hyperbolische Gerade. Fiir jedes ;1 < x3 < x5 gibt es
genau einen Kreis mit Mittelpunkt auf der z-Achse, die 3 und P enthalt.
Dieser Kreis trifft L nicht. [
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0 x a

Lemma 9.3 ) Die Gruppe PSLy(R) operiert auf der hyperbolischen Ebene H

durch Mébiustransformationen.

b) Jede Mdobiustransformation aus PSLy(R) bildet hyperbolische Geraden bi-

jektiv auf hyperbolischen Geraden ab.

c) Keine weitere Mdébiustransformation bildet H bijektiv auf sich selbst ab.

d) Bildet f € PSLy(C) den Kreis ,,x-Achse zzgl. 0o auf sich selbst ab, so

ist f € PGLy(R). Gibt es auflerdem ein P € H mit f(P) € H, so ist
f € PSLy(R).

Beweis. a) Sei A = (28) € SLy(R), d.h. a,b,¢,d € R und ad — be = 1.

Wegen a,b,c,d € R liegen fa(oo) und f~!(occ0) auf dem Kreis ,z-Achse
zzgl. oo

Uberlegung: Fiir z € C ist S(adz + bez) = $(2), denn ad = be + 1, also
adz + bcz = z + be(z + 2).

Sei z € C mit f(z) # oo. Wir zeigen: (z) und I(fa(z)) haben das

gleiche Vorzeichen. Es ist fa(z) = gjis = (azlj;l:)r(;ﬁ;rd, also 3(fa(z)) =
|Czid|2%(adz +bcz) = |Cz}rd|2%(z). Also bildet f4 die hyperbolische Ebene

‘H bijektiv auf sich selbst ab.

Mobiustransformationen bilden Kreise auf Kreise ab und erhalten Winkel.
Also bildet f4 hyperbolische Geraden auf hyperbolische Geraden ab.

Sei K der Kreis ,,z-Achse zzgl. oo und f eine Mobiustransformation, die
H bijektiv auf sich selbst abbildet. Angenommen f(K) # K. Dann Jx €
R f(z) € K. Dann S(f(x)) < 0, da f~!(z) € H fiir jedes z € H. Aber es
gibt eine Folge (z,) aus H, die gegen x konvergiert, also konvergiert f(z,)
gegen f(x). Widerspruch, da I(f(z)) < 0 und I(f(z,)) > 0 fiir alle n.
Fazit: f(K) = K. Das Ergebnis folgt also aus d).
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d) f(0), f(1) und f(o0) sind also reell im Sinne des Zusatzes zu Lemma 8.5.
Also gibt es eine Mobiustransformation f4 mit A € GLy(R) und fa(z) =
f(z) fir z = 0,1,00. Sind etwa f(0) = p, f(1) = ¢ und f(oc0) = r alle
in R, so ist diese Mobiustransformation %f;‘:;). Also nach dem selben

Lemma ist f = fa und f € PGLy(R). Es ist f4 € PSLy(R) genau dann,

wenn det A > 0. Aber (fa(i)) und det A haben das gleiche Vorzeichen.

Also f € PSLy(R). "

Lemma 9.4 Sei T die Menge aller Paare (P, L) mit P ein Punkt der hyperboli-
schen Ebene und L eine hyperbolische Gerade mit P € L.

a) Durch fx (P,L) = (f(P), f(L)) operiert PSLy(R) auf T.
b) Diese Operation ist transitiv.

¢) Der Stabilisator von (P, L) ist zyklisch der Ordnung zwei; das einzige nicht-
triviale Element ist die Mobiustransformation, die P auf sich selbst abbildet
und die beiden Endpunkte von L mateinander vertauscht.

Beweis.  a) PSLy(R) operiert bekanntlich auf H und auf der Menge der
hyperbolischen Geraden.

b) (P, L) und (@, G). Fukpunkte a,b von L und ¢,d von G. Sei f die M&bius-
transformation mit f(P) = @, f(a) = ¢ und f(b) = d. Dann f(L) = G,
denn es ist eine hyperbolische Gerade und nur ein Kreis enthélt ¢, d, Q).

H
P Q

A C B D

Nun, f(z-Achse) ist ein Kreis, der G rechtwinklig in ¢, d schneidet. Der
einzige solche Kreis ist die x-Achse. Nach Lemma 9.3 Teil d) ist also f €
PSLy(R).

c) Ist f im Stabilisator, dann f(P) = P und {f(a), f(b)} = {a,b}. n

9.3 Das Scheiben-Modell

Definition Sei € die Scheibe £ := {z € C | |z| < 1}. Eine hyperbolische
Gerade in & ist die Menge LNE fiir einen Kreis L in P;(C), der den Einheitskreis
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|z| = 1 zweimal im rechten Winkel schneidet.

Oe

£

Lemma 9.5 Vermdge der Mébiustransformation fo(z) = }J_rg st das Scheiben-

Modell der hyperbolischen Geometrie dquivalent zur Halbebene-Modell.

Beweis. foy bildet den Rand von H bijektiv auf dem Rand von £ ab, und
fo(i) = 0. Wegzusammenhangskomponenten betrachten = fo(H) = £. Mobi-
ustransformationen sind konformal, also bilden fo und f; ' hyperbolische Gera-
den auf hyperbolischen Geraden ab. [

Bemerkung Sei g € PSLy(C). Es ist g(£) = € genau dann, wenn h(H) = H
fir h = f;'gfo, also genau dann, wenn g € fyPSLy(R)f;". Nennen wir die
g € PSLy(C) mit g(&) = & Transformationen von €. Genau wie die Elemente
von PSLy(R) im Halbebenemodell sind es im Scheibenmodell die Transformatio-
nen von &, die die hyperbolischen Geraden permutieren. So gilt etwa Lemma 9.4
fiir das Scheibenmodell, man muss nur ,,f € PSLy(R)“ durch ,,f eine Transfor-
mationen von & ersetzen.

9.4 Das Doppelverhiltnis
Hyperbolische Abstandsmessung.
Definition Seien zi, 2o, 23, 24 vier verschiedene Punkte. Das Doppelverhdltnis

(21 — 23) (22 — 24)
(21— 22)(23 — 21)

[217 22, 23, 24] =

Bemerkung Manche Quellen (z.B. Wikipedia) geben andere Formeln der sel-
ben Art, die im wesentlichen die gleichen Eigenschaften haben.

Lemma 9.6  a) Das Doppelverhiltnis vier verschiedener Punkte des Py(C) ist
eine wohldefinierte komplexe Zahl.

b) Mdébiustransformationen dandern das Doppelverhdltnis nicht.
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Beweis.  a)

[(z1 :w1), (20 0 wa), (23 : w3), (24 : wy)]

[(z1ws — wy23) (22w — wazy) : (21wo — w1 22)(23wWy — W324)] .

Da alle vier Punkte verschieden sind, ist [z1, 29, 23, 24| = (2 : w) mit z,w #
0, also Doppelverhéltnis = € C.

b) Gemeint ist
[f(21), f(22), [(23), f(24)] = [21, 22, 23, 24] -

Fir f(z) = ij:s ist f(z:w)= () fir 2/ = az+bw, W = cz+ dw. Mit

A= ad —be # 0 ist zjw); — wiz; = A(zjw; — w;zj). n

Lemma 9.7  a) Fir feste z1,29,24 € P(C) ist z3 € Pi(C) \ {21, 29,24} ein-
deutig bestimmt durch [z1, 22, 23, 24] € P1(C) \ {0,1, 00}.

b) Vier Punkte liegen genau dann auf dem gleichen Kreis in P;(C), wenn deren
Doppelverhdltnis reell ist.

C) [247Z3722721] = [21,22723,24]-

d) Seien P, Q) zwei Punkte der hyperbolischen Ebene und A, B die Endpunk-
te der hyperbolischen Gerade, die die P, verbindet, Ordnung A, P,Q, B.
Dann ist [A, P,Q, B] > 1.

Beweis.  a) Sei f die Mobiustransformation mit f(z;) = 0, f(z2) = 1 und
f(z4) = 00. Nach Lemma 9.6 b) ist [z1, 29, 23, z4] = [0, 1, f(23), 00]. Nun,

[0,1,2,00] = 2z,

also z3 = f71([z1, 29, 23, 24]). Aber f ist durch 21, 2z, 24 eindeutig bestimmt,
nach Lemma 8.5.

b) Wie in a) ist oBdA z; = 0, 25 = 1, 24 = oo. Schreibe z = z3. Wegen
[0,1,2,00] = zund z & {0, 1,00} folgt das Ergebnis.

c) Klar.

d) Nach ¢) ist o0BdA A # co. Die Mébiustransformation f(A) = 0, f(P) = 1,
f(B) = oo liegt in PSLy(R) nach dem Beweis von Lemma 9.4 b). Der
kurze Kreisbogen von A nach P wird stetig abgebildet auf einem kompakten
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Intervall auf der y-Achse, das 0,7 enthélt.

o0
H
H f(@)
m _f> i=f(P)
A B 0= f(A4)
Da f(Q) = yi in ‘H aber auferhalb dieses Intervalls liegt, ist y > 1. m

Warnbeispiel Es ist 1.Allg. [A, P,Q, B] = [B,Q, P, A] # [A,Q, P, B], z.B. fiir
A=0,P =i, Q=2i, B=oc.

Definition Hyperbolischer Abstand d(P, Q) = In[A, P, Q, B]. Beide Modelle.

Beispiel Halbebene-Modell: fiir y > w ist d(wi, yi) = In £.
Scheiben-Modell: fiir den Mittelpunkt 0 ist [—e™, 0, re, €] = .

Lemma 9.8 a) d(P,Q) =d(Q, P).

b) Es ist d(f(P), f(Q)) = d(P,Q) fir f € PSLy(R) (Halbebenemodell) bzw.
fiir f eine Transformation von £ (Scheibenmodell).

c) P,Q, R auf einer hyperbolischen Gerade, Q zwischen P und R. Dann
d(P,R) =d(P,Q) +d(Q, R).
Beweis.  a) Folgt aus Lemma 9.7.

b) Mobiustransformatinen dndern das Doppelverhéltnis nicht. Fiir eine sol-
che Transformation f sind f(A), f(B) die Endpunkte der hyperbolischen
Gerade durch f(P), f(Q).

c) Nach Mobiustransformation: OBdA Halbebenemodell, P = zi, Q = yi,
R=zimit z>y>x>0.

H 0
f(R)
H 0 Q)
P R _f f(P)
A B 0= f(A)
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Jetzt d(zi,yi) = In £ benutzen. =
Lemma 9.9 Hyperbolische Kreise sind herkommliche Kreise, und umgekehrt.

Bemerkung Erlauterung der Begriffe. Warnung: Mittelpunkt, Radius im Allg.
nicht gleich.

Beweis. Der herkommliche Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius r < 1 ist
(Scheibenmodell) der hyperbolische Kreis mit Radius 1~. Folglich ist jeder hy-
perbolische Kreis ein herkémmlicher Kreis (beide Modelle). Ist umgekehrt K ein
herkémmlicher Kreis, dann oBdA im Scheibenmodell, Mittelpunkt M # O. Seien
P, @) die zwei Punkte von K, die auf dem Durchmesser D = OM liegen. Nach
Lemma 9.4 gibt es eine konformale, lingenerhaltende Transformation g der Schei-
be, mit g(D) = D, g(M) = O. Dann ist g(K) ein herkémmlicher Kreis in der
Scheibe, die g(P) und ¢(Q) enthélt, und dort senkrecht auf dem Durchmesser D
steht.

g(D)

| ‘b
& )

Somit hat ¢g(K') Mittelpunkt der Mittelpunkt der Strecke g(P)g(Q). Dies ist O.
Also ist g(K) und folglich auch K ein hyperbolischer Kreis. m

Korollar 9.10 Im Scheibenmodell sei K ein hyperbolischer Kreis mit Mittel-
punkt R. Als herkémmlicher Kreis liegt der Mittelpunkt auf dem Scheibendurch-
messer OR, bzw. in O falls R = O.

Beweis. Den Fall R = O hatten wir schon, also oBdA R # O. Sei D der
Durchmesser OR. Sei g die Transformation von £ mit g(D) = D, g(R) = O (exi-
stiert nach Lemma 9.4). Als hyperbolischer Kreis hat g(K) den Mittelpunkt O,
also ist g(K) ein herkdmmlicher Kreis mit Mittelpunkt O. Somit schneidet g(K)
den Durchmesser D = g(D) zweimal im rechten Winkel. Mébiustransformationen
sind konformal, also schneidet K den Durchmesser D zweimal im rechten Winkel.
Also liegt das Zentrum auf D. ]

Lemma 9.11 Dreiecksungleichung: d(P,Q) < d(P, R) + d(R, Q). Gleichheit gilt

nur dann, wenn P,Q, R auf einer hyperbolischen Gerade liegen.
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Beweis. Scheibenmodell. OBdA d(P, Q) > d(P,R) > d(R,Q). OBdA P = O
(Lemma 9.4). Sei K der Kreis (hyperbolisch und herkémmlich) um O durch Q.
Sei L der hyperbol. Kreis um R durch @, d.h. mit Radius d(R, Q). Sei D der
Scheibendurchmesser OR. Sei T' € D der Punkt mit d(R,T) = d(R,(Q) und
d(O,T) = d(O,R) + d(R,Q). Sei S € D der Punkt mit d(R,S) = d(R,Q) und
d(0,S) =d(0,R) — d(R, Q). Als herkbmmlicher Kreis hat L Mittelpunkt auf D
(Korollar 9.10), und enthélt S, T. Somit ist 7" der Punkt auf L, der den grofsten
herkbmmlichen Abstand zu O hat. Nun, der hyperbolische Abstand zu O ist eine
streng wachsende Funktion des herkommlichen Abstands, und umgekehrt. Ist also
d(O,R) +d(R,Q) < d(0,Q), dann d(O,T) < d(O,Q), also liegt L vollsténdig
innerhalb von K, was () € K N L widerspricht.

Ist d(O, R) + d(R,Q) = d(O,Q), dann beriihren sich K, L in T und treffen sich
daher sonst nirgendwo. Also Q = T und O, R, @ liegen alle auf D, eine hyperbo-
lische Gerade. [

Bemerkung Mit Analysis kann man hyperbolische Kurvenldnge und hyper-
bolische Fléche berechnen. Nach dem Satz von Gaufs-Bonnet gilt

Fléche eines hyperbolischen Dreiecks = m — Winkelsumme

woraus folgt, dass die Winkelsumme von der Grofe des Dreiecks abhéngt und
immer < 7. In der hyperbolischen Ebene kann man ein regulares rechteckigen
Achteck konstruieren: man kann sogar die hyperbolischen Ebene mit solchen
Rechtecken pflastern.
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