ALGEBRA UND ZAHLENTHEORIE FUR LEHRER
Wintersemester 2011/12, Universitit Jena

Burkhard Kulshammer

0. VORBEMERKUNGEN

In dieser Vorlesung verwenden wir haufig die folgenden Mengen:

N={1,2,3,...}, die Menge der natiirlichen Zahlen,
No = {0,1,2,3,...},
Z ={0,£1,42,43, ...}, die Menge der ganzen Zahlen.

Dabei setzen wir die iiblichen Rechenregeln fiir +, —, - als bekannt voraus. Wichtig ist die
folgende Eigenschaft:

(%) Jede nichtleere Teilmenge von N enthdlt ein kleinstes Element.

Entsprechendes gilt auch fiir Ny statt N. Auf (x) beruht das Prinzip der vollstindigen
Induktion:

(xx) Hat man fir n € N eine Aussage A(n) und gilt A(1) sowie A(n) = A(n + 1)
fiir jedes n € N, so gilt A(n) fir jedes n € N.
[Denn andernfalls ist ) # M := {m € N : A(m) gilt nicht} C N. Wegen (x) enthdlt M ein

kleinstes Element x. Da A(1) gilt, A(z) aber nicht, ist x # 1. Daher ist x — 1 € N, aber
x—1¢ M. Also gilt A(x —1). Wegen A(x — 1) = A(z) gilt auch A(z). Widerspruch!]

Es gibt viele Varianten von (x), die wir auch verwenden werden, z.B.:
(xxx) A(1) und A(L) A ... NA(n—1) = A(n),
(%% xx) A(1) und A(2) und A(n — 1) AN A(n) = A(n+1).

1. TEILBARKEIT

1.1 Satz. (Division mit Rest)

Zu a € Z und m € N existieren stets eindeutig bestimmte q,r € Z mit a = gqm + r und
0 <r <m. (Dann heiffen q und r Quotient bzw. Rest bei dieser Division.)

Beispiel. 100 =7-13+ 9.

Beweis. Sei R := {a —qm : ¢ € Z}. Dann ist RN Ny # 0; denn fiir a > 0 ist a — 0m =
a € Ng, und fiir a < 0 ist a —am = a(1 — m) € Ny. Wegen () existiert 7 := min(R N Np).
Wir schreiben r = a — ¢m mit ¢ € Z. Dann ist » > 0, aber r —m = a — (¢ + 1)m < 0 nach
Wahl von r. Also ist r < m, wie gewiinscht.

Seien auch ¢, 1" € Z mit a = ¢m+r" und 0 <’ < m. Dann ist r —r’ = (¢’ — q)m. Wegen
Il —qlm = |r —r'| <m folgt ¢ —q¢=0,dh. ¢ =qund ' =r.
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1.2 Satz. (b-adische Entwicklung)
Sei 1 #be N. Furn € Ny existieren dann eindeutig bestimmte

ro,T1,72,... € {0,1,...,b—1}

mit [{i € Ng : 7, # 0} < 00 und n = >_5= r;b'. (Dabei heift b Basis, und die r;’s heifien
Ziffern oder Koeffizienten dieser Entwicklung von n.)

Beispiel. Sei b := 6 und n := 100. Wegen 100 = 16 -6 +4 und 16 = 2 -6 + 4 ist
100 =79 + 71 -6 + 1y - 6% mit rg =71 = 4 und ry = 2.

Beweis. Ezistenz: (Induktion nach n)

Im Fall n = 0 setzen wir rg := 11 := 19 := ... := 0. Sei also n > 0 und die Behauptung
fiir alle m < n schon gezeigt. Division mit Rest liefert dann ¢, r9 € Z mit n = ¢gb + r¢ und
0 <rp <b. Wegen q = "5 < ¢ < n existieren nach Induktionsvoraussetzung Elemente
1,72, ... € {0,1,...,b— 1} mit [{i € N:r; # 0} < oo und ¢ = 3777754107, Dann ist
{i €No:r; #0}[ <oound n=gb+ro=> 7", ripb T g =500 bt
FEindeutigkeit: (Induktion nach n)

Seien n € Ny und s, $1,82,... € {0,1,...,b— 1} mit [{t € Ny : s; # 0}| < oo und
n=>: s5;b'. Im Fall n = 0 folgt s; = 0 fiir i € Ny. Sei also n > 0 und die Behauptung
fiir alle m < n schon gezeigt. Wegen n = (Y o0, s;b" )b+ sp und 0 < sg < b ist s der
Rest bei der Division von n durch b. Nach Satz 1.1 ist also sy eindeutig bestimmt. Analog
ist ¢ := > 5, s;b""! eindeutig bestimmt. Wegen ¢ < n sind nach Induktionsvoraussetzung
S1, 82, ... eindeutig bestimmt.

1.3 Definition. Seien a,b € Z. Existiert ein ¢ € Z mit b = ac, so schreiben wir a | b und
sagen: a teilt b, a ist Teiler von b, b ist durch a teilbar, b ist Vielfaches von a, etc.

Beispiel. 12 | 36, 24 { 36.

Satz. Fir alle a,b,c,x,y € Z gilt:

(i)a|0,1]a,a|a;

(ii) a | b = *a | +b;

(iii) a | bAb| a = a = +b;

(iv)a|bAb|c=alc;

(V)a|bAha|c= a]|bx+cy;

(vi)0|a<=a=0;

(vil) a|bAa,b e N=a <b.

Beweis. Wir beweisen nur (v). [Der Rest geht analog.] Nach Voraussetzung existieren
g,h € Z mit b = ag und ¢ = ah. Daher ist bx + cy = a(gz + hy), d.h. a | bx + cy.

1.4 Definition. Seien ay,...,a,,t € Z mitt|ay, ..., t| a,. Dann heifit t gemeinsamer
Teiler von aq,...,a,. Mit gT(aq,...,a,) bezeichnen wir die Menge aller gemeinsamen
Teiler von aq,...,a,.

Bemerkung. Wegen gT(ay,...,a,) = gT(+ay,...,+a,) kann man beim Rechnen meist
ai,...,an € Ng annehmen. Da man ai,...,a, auch permutieren darf, kann man ferner
a1 > ...> a, annehmen. Man kann sogar a; > ... > a, annehmen. Im Fall n > 2 liefert
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Satz 1.1 Elemente ¢,r € Z mit a3 = qa,, +r und 0 < r < a,. Aus Satz 1.3 folgt leicht:
gT(ay,...,a,) =gT (a1 — qan,as,...,a,); dabei ist a; —qa, =rund r+as + ...+ a, <
ai + ...+ a,. Eine Iteration dieser Schritte liefert gT(aq,...,a,) = gT(b) fir ein b € Ny.
Dieses Verfahren heifit euklidischer Algorithmus (EUKLID, 365-300).

Beispiel. gT(45,27,12) = ¢T(45—3-12,27,12) = gT(9, 27,12) = gT(27,12,9) = gT(27 —
3-9,12,9) = ¢T(0,12,9) = gT(12,9) = gT(12—-1-9,9) = ¢T(3,9) = gT(9,3) = gT(9-3-
3,3) =¢T(0,3) = gT(3) = {1, £3}.

1.5 Definition. Seien aq,...,a, € Z. Eind € NgNgT(a,...,a,) heifit groBter gemein-

samer Teiler (ggT) von ay,...,a,, wenn d durch jedes t € gT(aq,...,a,) teilbar ist.
Satz. Zu aq,...,a, € Z existiert stets genau ein ggT d.

Beweis. Nach Bemerkung 1.4 ist gT(aq,...,a,) = gT(b) fiir ein b € Ny. Dann ist b ein
geT von ay,...,a,. Ist b/ ein weiterer ggT von aq,...,a,, so gilt: b |V | b, also b’ = +b

nach Satz 1.3. Wegen b,b" € N folgt b’ = b.

Bemerkung. (i) Man schreibt: d = ggT(aq,...,ay).
(ii) Dann gilt auch: d = ggT(ggT(a1,...,an-1),an).
[Denn wegen d | aq, ..., d| a, ist d | ggT(a1,...,an—1) und d | a,, d.h.

degT(ggT(ar,...,an—1),an).

Ferner gilt fiir beliebige t € gT(ggT(a1,...,an-1),a,): t|a, und ¢ | ggT(ay,...,an_1) =:
sund s |aq, ..., s|an_1,alsoauch t|ay,...,t|an_1,t|an, dh. t|d]
(iii) Wegen (ii) geniigt es meist, den ggT von zwei Zahlen zu bestimmen.

1.6 Satz. (Erweiterter euklidischer Algorithmus)
Seien a,b € N. Wir setzen

(%0, %0,20) == (1,0,a) wund (z1,y1,21):=(0,1,b) wund i:=1.

Im Fall z; = 0 brechen wir ab. Im Fall z; # 0 liefert Division mit Rest Elemente q;,r; € Z
mit z;_1 = q;z; + 1 und 0 < r; < z;. Wir setzen

(Tit1s Yit1s 2it1) = (Tic1 — G0, Yio1 — QlYis 2im1 — GiZi = Ti),
erhohen © um 1 und iterieren. Dieses Verfahren bricht ab, und am Ende ist

ggT(a,b) = zi—1 = xi—1a + yi—1b.

Beispiel. Fiir a = 143 und b = 39 ergibt der erweiterte euklidische Algorithmus:

Zq Yi 2 qi

1 0 143

0 1 39 3

1 -3 26 1

-1 4 13 2
0



Daher gilt: ggT(143,39) =13 = (—1) - 143 +4 - 39.

Beweis. Wegen b = z; > 25 > ... > 0 bricht das Verfahren ab. Am Anfang (i = 1) ist
geT(a,b) = ggT(2;—1,2;), und das bleibt wihrend des Verfahrens erhalten; denn es gilt:

geT (2, zi11) = 88T (2, 2i1 — qizi) = 88T (2i, zi—1).

Am Ende ist ggT (2, zi—1) = ggT(0, zi—1) = zi—1.
Am Anfang (i = 0,1) ist auch z;a + y;b = z;, und dies bleibt wahrend des Verfahrens
erhalten:

Tig10 + Yip1b = (xi—1 — ¢ixs)a + (Yi—1 — qiyi)b
=210+ Yi—1b — qi(zia + y;b) = zi_1 — izi = Zit1-

Bemerkung. Der erweiterte euklidische Algorithmus liefert also nicht nur d := ggT(a, b),
sondern auch z,y € Z mit d = xa + yb. Braucht man z,y nicht, so kann man bei der
Iteration die x;’s und die y;’s weglassen.

1.7 Satz. Firay,...,a,,b € Z gilt:

geT(ay,...,an) | b= Jx1,...;2, €EZ:b=2101 + ... + Tpan.

Beweis. “<—=": Seien z1,...,z, € Z mit b = x1a1 + ...+ zna,. Fir t € gT(ay,...,a,)
gilt dann: ¢ | b; insbesondere ist ggT(aq,...,a,) | b.

“—=": Sei d := ggT(ay,...,a,) | b, etwa b = cd. Es geniigt, y1,...,Yn € Z mit d =
y1a1+...+ypa, zu finden; denn dann ist b = c¢d = cyra1+. . . +cyna, mit cyy, ..., cy, € Z.
Die Existenz von vy, ...,y, zeigen wir induktiv. Fiir n = 1 ist d = £ay. Fiir n = 2 folgt
die Existenz von y;,y. aus Satz 1.6. Fiir n > 2 existieren nach Induktionsvoraussetzung
Elemente 21, ..., 2,1 € Zmit ggT(ay,...,an_1) = 2101+ ..+2,_10,,_1. Ferner existieren
v1, V2 € Z mit

d=geT(ggT(al,...,an-1),an) =v188T(a1,...,an_1) + voa,
=v1z1a1 + ...+ V12p_10n_1 + V20a,,.

Bemerkung. Daher gilt: ggT(ay,...,a,) =1 <= Jz1,...,2, € Z: T101+.. . 4Tpa, = 1.
Ggf. heiflen a4, ..., a, teilerfremd.

Beispiel. Wir suchen z1,2z9,23 € Z mit 45z + 27z + 1223 = 21. Der erweiterte
euklidische Algorithmus liefert ggT(45,27) =9 = (—1) - 45+ 2 - 27 und ggT(45,27,12) =
geT(9,12) =3=1-12—-1-9=1-12—[(=1)-45+2-27] =112+ 1-45 — 2 27. Daher
ist 21=7-3="7-45—-14-27+7-12. (Probe!)

1.8 Definition. Eine natiirliche Zahl p # 1 heiflit Primzahl, falls +1, +p ihre einzigen
Teiler sind. Wir setzen P := {p € N : p Primzahl}. Sind a € Z und p € P mit p | a, so
heiflt p Primteiler oder Primfaktor von a.
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Beispiel. P = {2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, .. .}.

Satz. (i) Jede natiirliche Zahl a # 1 hat einen Primteiler.

(ii) Fiir a,b € Z ist jeder Primteiler p von ab ein Teiler von a oder b.

Beweis. (i) Wegen 1 # a |aist D:={d € N:1+#d | a} # 0. Nach (%) existiert also
p := min(D). Wire p ¢ P, so hétte p einen Teiler t € N mit 1 # ¢ # p. Dann wére aber
t € D und t < p, im Widerspruch zur Wahl von p. Also ist p € P.

(ii) O.B.d.A. sei p 1 a. Dann existieren x,y € Z mit 1 = ggT(p,a) = xp + ya. Daher gilt:
p | xpb+ yab = (zrp+ya)b=1-b=0b.

Bemerkung. Induktiv folgt: Sind aq,...,a, € Z und ist p ein Primteiler von a; ... a,, so
ist p | a; fiireini e {1,...,r}.

1.9 Satz. (EUKLID)
|P| = 0.

Beweis. Seien pq,...,p, € P. Nach Satz 1.8 hat m := p; ...p, + 1 einen Primteiler p,1.
Wegen p1 t m, ..., pr f mist pry1 & {p1,...,0r}-

Bemerkung. Die grofite bekannte Primzahl ist 243-112:609 _ 1 Sje wurde 2008 gefunden
und hat fast 13 Millionen Dezimalstellen. (http://primes.utm.edu/largest.html)

2. DIE PRIMFAKTORZERLEGUNG

2.1 Satz. (Eindeutige Primfaktorzerlegung)

Sei 1 #m € N. Dann existieren p1,...,pr € P mit m =py...p,.. Sind auch q1,...,qs € P
mit m=q...qs, so ist r = s, und nach Umnummerierung qgilt: p;, = q; furit=1,...,r.
Beweis. FEuxistenz: Nach Satz 1.8 hat m einen Primteiler p. Im Fall m = p sind wir
fertig. Andernfalls ist € Nund 1 < % < m. Induktiv kann man annehmen, dass
P1y---yDr—1 € P mit % P1...p, existieren. Dann ist m = py...pr-—1p.

Eindeutigkeit: Aus p1...pr = m = q1...qs folgt p. | q1...¢qs, also p, | g; fiir ein i €
{1,...,s}; 0.B.d.A. sei p, | ¢s. Wegen ¢s; € P folgt p, = q5, dh. p1...pr1 = q1-..qs—1-
Induktiv ist alsor —1=s—1und p; = ¢ firi=1,...,r — 1 (nach Umnummerierung).

=3

Bemerkung. (i) m = p;...p, heift Primfaktorzerlegung von m. Nach Zusammen-
fassen mehrfach vorkommender Faktoren kann man diese auch in der Form m = ¢7* ... ¢"
mit paarweise verschiedenen q1,...,q € P und beliebigen aq,...,a; € N schreiben.

Eine weitere Schreibweise ist m =[] cp p®, wobei b, € Ny fiir alle p € P und |{p € P :
by # 0} < oo ist. Auf diese Weise kann man auch 1 = [ p p° als Primfaktorzerlegung
von 1 auffassen.

(ii) Aus Satz 2.1 folgt leicht, dass die Teiler von m = [ p p®» genau die Zahlen + [[epp™
mit ¢, < b, fiir alle p € P sind.

(iii) Die gemeinsamen Teiler von m = HpE]P’ pP» und n = HpeIP p°? sind also genau die
Zahlen +[] cpp' mit ¢, < min{b,,c,} fiir alle p € P. Daher gilt:

ggT(m,n) = [ [ p™™ st
peP
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(iv) Die Konstruktion grofler Primzahlen und die Primfaktorzerlegung grofler natiirlicher
Zahlen haben erhebliche Bedeutung fiir die Kryptographie, d.h. die Lehre vom Verschliis-
seln und Entschliisseln geheimer Nachrichten (EC-Karte, Passworter, etc.). Darauf werden
wir in Kapitel 8 zuriickkommen.

2.2 Satz. (EULER, 1707-1783)

Sl

peP p

Beweis. Wir setzen p; := 2, ps := 3, p3 := 5, usw. Dann gilt fiir £k € N:

i 11 1
I1 =(1+—+5+...) u+—+—+ Z—
i1 1- b1 pl Pk pk
wobei n alle natiirlichen Zahlen durchlauft, deren Primteiler samtlich in {p1, ..., px} liegen.

Fiir alle z € Rmit 0 < z < 3 ist z — 222 = 2(1 — 2z) > 0, also (1 — z)(1 + 2z) =
1+2z—222>1, dh.

Daher gilt:

Im Fall ¢ := 372, L < 0o wiire also ), +

ps
wiirde also liefern: > 77 | 1 < €?Y < co. Dies ist ein Widerspruch; denn aus der Analysis
ist bekannt: Y7 L = oo.

< e?Y < 0o. Der Grenziibergang k — oo

2.3 Satz. Seienx € Q und ¢y, ... ,ch—1 € Z mit 2F +cx_12* 1 +...+c1x+cy = 0. Dann
st x € 7.

Beweis. O.B.d.A. sei x # 0. Wir schreiben x = § mit teilerfremden a,b € Z. Dann ist
0="0bF.-0=0a"~+bzmit 2z :=cp_1a" 1+ ...+ crab* =2 4+ cob*~! € Z. Daher ist jeder
Primteiler von b auch einer von a* und damit einer von a. Wegen ggT(a,b) = 1 folgt:

b=+1,dh z=+acZ

Bemerkung. Secien k,n € N mit z := &n € Q. Wegen z¥ —n = 0 ist dann = € Z und
damit sogar x € N.

Beispiel. v/2 ¢ Q.

2.4 Satz. (LAMBERT, 1728-1777)
(1)62220:1% ¢ Q;
(i) 7 ¢ Q.



Beweis. (i) Sonst wire mle € N fiir ein m € N. Dann wire r := mle — > ;" ™ € Z.

. . o L 1 .
Andererseits gilt fir g :=
= m! 1 1 1
0<r= — = 1 ..
" L H it e Y amey T
1 11 = 1 1 m + 2
< 1+—-—+—=+... J = < 1.
m+1( +q+q2+ )= m+1zq m+1 1—q (m+1)2

Widerspruch!
(ii) Sonst wire 7 = ¢ mit teilerfremden a,b € N. Fiir n € N und x € R sei

f(x) = fu(x) = x(a+baj ) ch
(¢; € Z) und

F(x) = Fo() = fale) + Y (1) ()

k=1
Dann gilt:
2n 2n .
F () = Z %z(z D). (i—nt D= g (;) i
also f*)(0) € Z fiir k > n. Wegen f(O(0) = ... = f*=D(0) = 0 folgt f*)(0) € Z fiir
k € Nyg. Wegen
flr— ) = (m —x)"(a — br + bx)™ _ (a — bx)"x™ ~ ()

n! n!
ist auch f*)(r) € Z fiir k € Ny, d.h. F(0), F(r) € Z. Wegen
(F'(z)sin(x) — F(x) cos(x))’
= F"(x)sin(z) + F'(z) cos(x) — F'(x) cos(x) — F(x)(—sin(z))
— (F"(2) + F(x)) sin(z) = f(x) sinz)

gilt:
= / F(x)sin(z)dz = F'(x) sin(r) — F(x) cos(x) — F'(0) sin(0) + F(0) cos(0)
)+ F(0) € Z.
Andererseits gilt fiir 0 < z < m: 0 < f(z)sin(z) < f(z) < =9 also
whl

™

0<I—/f sin(x)dz <
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Nach der Stirling-Formel gilt fiir grofle n € N: n! > Z—: Damit haben wir den Widerspruch

0<I<7r(%ae)”<1.

2.5 Definition. Fiir z € R definiert man die Gau3-Klammer [z] := |[z] als die groite
ganze Zahl n mit n < z (d.h. |z] <z < |z| +1).

Beispiel. |7| = 3, |e] = 2; man rundet also stets zu einer ganzen Zahl ab.
Satz. Fir z,y € R gilt: ||+ |y] < |z +y] < |z] + |y] + 1.
Beweis. Wegen 0 < p:=z— |z| <1lund 0 <o :=y— |y] <1 gilt:

L) + ly) = =) + Wyl < lz] +p+ ly] + 0] = |z +y]

=zl +p+lyl+o]l=lz]+ |yl +p+o] <|lz]+ [yl +1.

2.6 Definition. Sei 1 # b € N, und sei n € Ny mit b-adischer Entwicklung n = Z;’io a;b*
(d.h. ag,a1,asz,... € {0,1,...,b— 1}). Dann heiBt s,(n) := > -, a; Quersumme von n
(bzgl. b).

Beispiel. Wegen 135 = 5-10% + 3 - 10! + 1 - 102 ist 519(135) = 5+ 3 + 1 = 9; wegen
135=1-2T+1-224+1-20 +1-2%ist 55(135) =1+ 1+1+1=4.

Satz. Seien p € P, n € N und m € Ny mazimal mit p™ | n!. Dann gilt:

n— sp(n) n n n
o) 24 )+ L
Beweis. Von den Zahlen 1,2,...,n sind genau L%j Zahlen durch p teilbar, genau L,%J

durch p?, genau L}%J durch p3, usw. Daher gilt:

n

1+ L

n

m=|2]+| mIRRE

n
p p
Die p-adische Entwicklung von n sei n = ag + a1p+ ...+ a,p". Dann gilt:

n
LEJ =ai4+ap+...+ap

n _
LFJ =as+azp+...+ap 2,

7

n
LEJ = Qa; +ai+1p—l— —|—an7"_ .
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Daraus folgt:

m=a,+ay(p+1)+as(pP*+p+1)+...4a( t+...+p+1)

—1 21 31 -1
:alp —f—CLgp +a3p —|—...—|—arp
p—1 p—1 p—1 p—1
_a1p+a2p2+...+a,,p’°—a1—ag—...—ar _ n—sy(n)
N p—1 - op-1

2.7 Beispiel. Sei n := 100. Fiir p = 2 ist dann m =50+ 25+ 12+ 6 +3 + 1 = 97, fir

p=3ist m=334+114+3+1 =48, fir p=>5ist m = 20+ 4 = 24, und fiir p = 7 ist

m = 14 + 2 = 16. Daher ist 100! = 297348524716 ...,

Satz. Fir alle x € R mit x > 2 gilt: (x) []

Beweis. Sicher gilt () fir 2 <z <5.

Ist n € N ungerade mit n > 5 und gilt ||

n<zxr<n-+?2.

Daher geniigt zu zeigen: (x) gilt fiir alle ungeraden z = n € N. Der Induktionsanfang
ntl

n =5 ist klar. Sei also n > 7 ungerade und k := 5=, wobei das Vorzeichen so gewahlt

wird, dass k£ ungerade ist. Dann ist £k > 3 und n — k = %1 gerade. Daher gilt:

pEP,k<p<n

Andererseits ist 2" = (1 +1)" =31 (?) > (Z) + (nﬁk) =2 (Z), d.h. (Z) <

27~1. Nach Induktionsvoraussetzung ist Hpep p<kP < 4% Daher gilt insgesamt:

II »= II » II p<at-2vt=ointcoayn

peP,p<n peP,p<k pePk<p<n

peP, p<a P <47

pep.p<n P < 4", s0 gilt () auch fiir alle x € R mit

2.8 Satz. (BERTRANDs Postulat, 1822-1900)

Firl#n €N existiert einp € P mitn < p < 2n.

Beispiel. Fiir n = 2 nimmt man p = 3; fiir n = 3 nimmt man p = 5; fiir 4 < n < 6 nimmt
man p = 7; fiir 7 < n < 12 nimmt man p = 13; fir 13 < n < 22 nimmt man p = 23; fir
23 < n < 42 nimmt man p = 43; fiir 43 < n < 82 nimmt man p = 83; fiir 83 < n < 162
nimmt man p = 163.

Beweis. Wir nehmen das Gegenteil an. Dann ist n > 163, und <2: ) =

Primfaktorzerlegung der Form

(2;1)2 H phr — H P,

pEP,p<2n pEP,p<n
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Sei p € P, und sei v, € Ny mit p*» < 2n < p*»*1. Dann gilt nach Satz 2.6 und Satz 2.5:

b= S0 2y <,

Wir unterscheiden drei Falle:
Fall 1: <p<n dh. 1<

2n
Dann 1st 2 < b < 3 und p,

Fall 2: /2n <p < 2.
Dann ist p? > 2n, d.h. pp < vp < 1.

Fall 3: p < /2n.
Dann ist pt» < p*» < 2n.
Insgesamt haben wir:

(V- T 1 » I w= 1 eollr

p<+v2n V2n<p< 22 2o <p<n p<+v/2n p<3n

Es gibt genau |[v2n| natiirliche Zahlen zwischen 1 und v/2n. Wieviele davon sind Prim-
zahlen? Natiirlich sind 1 und die von 2 verschiedenen geraden Zahlen keine Primzahlen.

Das sind also |v/2n]/2 (falls |v/2n] gerade) bzw. (|v2n] —1)/2 (falls [v/2n] ungerade)
Zahlen. Wegen n > 128, d.h. v/2n > 16 gilt auch: 9,15 ¢ P. Daher liegen zwischen 1 und
v/2n héchstens (|v2n])/2—2 bzw. (|v2n] +1)/2—2 Primzahlen. Das sind also hochstens
\/%/2 — 1 Primzahlen. Mit Satz 2.7 folgt:

(2:) < (2n)zV2n-l g%

Andererseits ist 22" = (1 + 1)?" = Z?Zo (2;”) Das sind 2n + 1 Summanden, und
(2:) ist der grofite davon. (Man denke dabei an das Pascalsche Dreieck.) Daher ist
9220 < 2 (2”) d.h.

n

2n
22— < (2:) < (2n)2V2n-lg%
n

Umformen ergibt: 23" < (2n)2V2", d.h. 2nlog(2) < 3v2nlog(2n). Daraus folgt:
V8nlog(2) — 3log(2n) < 0.

Fiir die Funktion f : I := [128,00[— R, =z —— +/8zlog(2) — 3log(2z), gilt: f(128) =

8log(2) > 0. Ferner ist f/'(z) = - (v2zxlog(2) —3) > 0 fiir z € I, d.h. f wéchst monoton;

l
insbesondere ist f(z) > 0 fiir el
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2.9 Bemerkung. (Sieb des ERATOSTHENES, 276-196)

Seien n € Nund {p € P : p < /n} = {2,3,5,...,q}. Aus der Reihe der Zahlen
2,3,4,5,...,n streichen wir alle durch 2,3,5,...,q teilbaren Zahlen. Dann bleiben die
p € P mit \/n < p < n iibrig.

Beispiel. Im Fall n = 100 ist /n =10 und {p € P : p < 10} = {2,3,5,7}. Das Sieb des
Eratosthenes liefert in diesem Fall die Primzahlen 11,13,17,19, 23,29, 31, 37,41, 43,47, 53,
59,61,67,71,73,79,83,89,97:

1 2 B A p b 7 B H J0
11 A2 13 14 15 A6 17 A8 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 A0
31 32 A3 B4 35 36 37 A8 A9 A0
41 A2 43 A4 A5 A6 4T A8 A9 O
Bl B2 53 p4 p5 6 BT B8 59 B0
61 f2 63 p4 65 66 67 8 B9 70
71 72 73 74 5 46 T 78 79 R0
81 82 83 R4 &5 R6 87 B8 89 90
o1 92 P3 P4 p5 P6 97 P8 P9 00

2.10 Definition. Fiir x € R setzt man 7(z) :=[{p € P: p < z}|.

Beispiel. 7(10) = 4, 7(100) = 25.

Satz. (TSCHEBYSCHEFF, 1821-1894)

Mit a := §log(2) ~ 0,17 und A := 6log(2) ~ 4,16 gilt fir alle z € R mit z > 2:

alog(x) <m(z) < Alog(a:)'

Beweis. Fiir n € N gilt nach Bertrands Postulat:

2n
w(2n)—m(n) 2n _ (277, ! 2n _ 2n __ o2n
n < ]I pg(n>——mn!<z ) =T =2t

peEP.n<p<2n
Wir setzen n = 281 fiir ein k € N und erhalten: (2k=1)72")-7(""") «22° qp,
(k—1)(m(2¥) — m(2F71)) < 2

und k7 (2F) < (k—1)m(2F 1) +m(2%) 4 2%, Sicher ist 7(2%) < 28~1; denn 1 und die geraden
Zahlen (aufler 2) sind keine Primzahlen. Daher ist km(2%) < (k—1)m(2F=1)+3-2F=1 d.h.
m(2k) < %W(?k_l) +3- Qk% Wir zeigen induktiv, dass fir & € N gilt:
2k
() m(2F) < 3. =,
k
11



Fiir £ =1 gilt (%) wegen m(2) = 1 < 6. Sei also k > 1 fest und schon gezeigt:

(2" 1) < 3. 2 .
k—1
Dann folgt: - - .
-1 28 A 2
m(2%) < kT-?,- 3 T =3 T
Daher gilt (). Fiir € R mit 2% < 2 < 281 folgt:
k+1 2k T

r(z) < w(2H) < 3. 2

— 6log(2
w1 Ole®

<A .
log(26+1) = log(x)
Damit ist die obere Schranke bewiesen. Wir wenden uns also der unteren Schranke zu. Die
) 2 . ) .
Primfaktorzerlegung von g sei Hpep ptr. Ferner sei v, € Ng mit p*» < 2n < p*rtl,

Dann gilt nach Satz 2.5: p, = Zgil(Li—? — QLI%J) < vp, d.h. pt» < p”» < 2n. Daher gilt:

(2: ) = [ »" <@,

peP,p<2n

Andererseits ist

> 9",
n n-—1 1 -

n _2n 2n —1 n+1
)=

d.h. 2" < (2n)“(2”). Wir setzen wieder n = 2*~! fiir ein k¥ € N. Dann folgt: okm(2") >

227" dh. w(2F) > £ = 2. Fiir 2 € R mit 2F < 2 < 28 folgt:

28 log(2) 28! z
>n(2h) > = ‘ '
m(z) 2 m(27) = o 4 log(2) ~ “log(a)

Bemerkung. HADAMARD (1865-1963) und DE LA VALLEE-POUSSIN (1866-1962)

haben gezeigt:

m(x)

lim =1 (Primzahlsatz).

w00 2/ log ()
Der Beweis ist schwieriger.

Beispiel.

x  xz/log(x) m(x) x/qc()?(x)

10 4,3 4 0,92
100 21,7 25 1,51
1000  144,7 168 1,16

12



3. PRIMZAHLEN

3.1 Satz. Es gibt beliebig grofie Primzahllicken.

Beweis. Firn e Ngilt: 2 | (n+1)!+2,3| (n+1)!+3,..,n+1 | (n+ 1)+ (n+1),
dh. (n+ 1)1 +2,...,(n+ 1)+ (n+1)¢P.

3.2 Satz. Seien k € N und aq, . ..,ar € Z mit ap, # 0. Setzt man f = apx*+...+a1x+ao,
so ezistieren unendlich viele n € N mit |f(n)| ¢ P.

Beweis. O.B.d.A. sei ax > 0, d.h. lim,, ., f(n) = oo. Daher existiert ein N € N mit
f(n) > 1fiirallen € Nmit n > N. Insbesondereist d := f(N) = ap, N*+...+a; N+ag > 1.
Fir m € N ist dann

f(md+ N) = ap(md + N)¥ +ap_1(md + N)* 1 + ...+ ar(md+ N) +ag
= 2md + apxN* + a1 N* '+ ...+ aiN +ap = zmd + f(N) = zmd + d

fir ein z € Z. Daher gilt: d | f(md + N); insbesondere ist f(md + N) ¢ P fir unendlich
viele m € N.
Beispiel. 2?2 — 792 + 1601 € P fir x = 1,...,79.

Bemerkung. (i) Nach dem Primzahlsatz von DIRICHLET (1805-1859) existieren fiir
beliebige a,b € N mit ggT(a,b) = 1 unendlich viele Primzahlen der Form p = az + b
(x € Z).

(ii) Man weif} nicht, ob unendlich viele Primzahlen der Form p = 2%+ 1 (z € Z) existieren.

3.3 Definition. Seien p € P, ag,...,ar € Z und f := ap X* + ... + a1 X + ag. Existiert
ein n € N mit p | f(n), so heiit p Primteiler von f.

Satz. Seien aq,...,ar € Z mit k > 0 und a # 0. Dann hat f = ap X* + ...+ a1 X + ag
unendlich viele Primteiler.

Beweis. O.B.d.A. sei ag # 0; sonst ist die Behauptung trivial. Dann gilt:
flagY) = ap(aoY)* + ...+ a1(agY) + ap = apg(Y);

dabei ist g = bpY* + ... +b1Y +1 mit by,..., b, € Z und by, # 0. Daher geniigt zu zeigen,
dass g unendlich viele Primteiler hat.

Sicher hat g mindestens einen Primteiler. Sind py,...,p, Primteiler von g, so gilt fir
n € N:

g(npr...pr) =h(n)pr...pr +1;

dabei ist h ein ganzzahliges Polynom vom Grad k£ > 0. Es gibt also unendlich viele n € N
mit A(n)py ...pr + 1 # £1. Jedes solche n liefert einen Primteiler p, 1 ¢ {p1,...,p} von

g.

3.4 Satz. Seien a,n € N\ {1} mit a” + 1 € P. Dann ist a gerade, und n ist eine Potenz
von 2.
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Beweis. Ware a ungerade, so ware a” + 1 gerade, also a” +1 = 2, d.h. a" = 1. Wider-
spruch!

Wire n keine Potenz von 2, so wiire n = 2¥m, wobei 1 # m € N ungerade und k € Ny ist.
Dann ware aber

A" +1=a>"m+1= (a2k(m_1) R T 1)(a2k +1) ¢P.

Definition. Primzahlen der Form p = 22" + 1 heiBen Fermat-Primzahlen (FERMAT,
1601-1665).

Bemerkung. (i) Fiir m =0,1,2,3,4, d.h. 22" +1 = 3,5,17,257,65.537 ist 22" + 1 € P.
Man weif nicht, ob es weitere Fermat-Primzahlen gibt. Z.B. gilt: 641 | 22° + 1. Bekannt
ist: 22" +1 ¢ P fiir m = 5,...,32. Man weiB auch nicht, ob 22" + 1 ¢ P fiir unendlich
viele m € N gilt.

(i) GAUSS (1777-1855) hat gezeigt, dass sich ein regelméBiges n-Eck genau dann nur
mit Zirkel und Lineal konstruieren lasst, wenn n Produkt einer 2-Potenz mit paarweise
verschiedenen Fermat-Primzahlen ist.

3.5 Satz. Sind a,n € N\ {1} mit a™ — 1 € P, so gilt: a =2 und n € P.

Beweis. Wegena —1|a” -1 € Pist a—1=1,dh. a =2. Fir k,l € N ist ferner
ab —1|a* —1.

Definition. Primzahlen der Form p = 2" — 1 (n € N) heilen Mersenne-Primzahlen
(MERSENNE, 1588-1648).

Bemerkung. Die kleinsten Mersenne-Primzahlen entstehen firn = 2,3,5,7,13,17,19, 31,
61,89,107,127. Bis heute (2012) kennt man 47 Mersenne-Primzahlen. Man weif} nicht,
ob es unendlich viele Mersenne-Primzahlen gibt. Man weify auch nicht, ob 2P — 1 ¢ P fiir
unendlich viele p € P gilt.

3.6 Definition. Eine natiirliche Zahl n heifit vollkommen, wenn die Summe ihrer echten
Teiler d € N gleich n ist.

Beispiel. 6 =1+2+3 und 28 =1+ 2+ 4 + 7 + 14 sind vollkommen.

Satz. FEine gerade Zahl n € N ist genau dann vollkommen, wenn sie die Form n =
2P=1(2P — 1) mit einer Mersenne-Primzahl 2P — 1 hat.

Beweis. “«<—=": (EUKLID)

Sei n = 2P~1(2P — 1) mit 2P — 1 € P. Die positiven Teiler von n sind dann genau die Zahlen
2% und 2¢(2P — 1) mit i € {0,1,...,p — 1}. Die Summe dieser Teiler ist also

p—1 p—1
D2 420(2r 1)) = 272P =2°(2P — 1) = 2n.
1=0 1=0

Die Summe der echten Teiler von n ist also n, d.h. n ist vollkommen.
“—": (EULER)
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Wir schreiben n = 2"m mit r,m € N und 2 { m. Im folgenden sei o(n) die Summe aller
(positiven) Teiler von n (d.h. 0(6) =142+ 3+ 6 = 12.) Dann gilt:

2"t = 2n = 222 (1424...+27)> d= (2" = 1)o(m).

1=0 d|m djm

Daher gilt: 271 — 1 | m, etwa m = (2"t — 1)M mit M € N. Dann ist 2”71 M = o(m) >
m+ M = 2" M. Folglich ist m € P und M = 1. Wegen m = 2"T! — 1 ist m eine
Mersenne-Primzahl, und n = 27(2" ! — 1).

Bemerkung. Man weif3 nicht, ob es ungerade vollkommene Zahlen gibt.

3.7 Definition. Paare von Primzahlen der Form (p,p + 2) heilen Primzahlzwillinge.
Beispiel. (3,5), (5,7), (11,13), (17,19), ... sind Primzahlzwillinge.

Bemerkung. (i) Man vermutet, dass es unendlich Viele Primzahlzwillinge gibt.

(i) Man wei§ (BRUN, 1885-1978): 3 cp ,1ocp 5 + 51z < 2

Das grofite bekannte Paar von Primzahlzwillingen hat iiber 200.000 Dezimalstellen (2011).

3.8 Bemerkung. Die Goldbach-Vermutung (GOLDBACH, 1690-1764) besagt, dass
sich jede gerade natiirliche Zahl n > 4 als Summe von zwei Primzahlen schreiben lasst; sie
ist unbewiesen.

Aus dieser Vermutung wiirde folgen, dass sich jede ungerade natiirliche Zahl n > 7 als
Summe von 3 Primzahlen schreiben lasst; auch das ist unbewiesen.

VINOGRADOYV hat aber 1937 gezeigt, dass sich jede geniligend grofle ungerade natiirliche
Zahl n als Summe von 3 ungeraden Primzahlen schreiben lasst. Man weifl heute, dass
dabei n > 1013°0 ausreicht.

RAMAREE hat 1995 gezeigt, dass sich jede gerade natiirliche Zahl als Summe von hoch-
stens 6 Primzahlen schreiben lasst.

Uber die Goldbach-Vermutung gibt es einen Roman: A. Doxiadis, Onkel Petros und die
Goldbachsche Vermutunyg.

3.9 Bemerkung. CATALAN (1814-1894) vermutete, dass die Gleichung
P -yl =1 (r,y e N, p,ge N\ 1)
nur die Losung o = 9, y? = 8 hat; dies wurde 2002 von MIHAILESCU bewiesen.

3.10 Definition. Eine Primzahl p mit 2p + 1 € P heiit Sophie-Germain-Primzahl
(SOPHIE GERMAIN, 1776-1831).

Beispiel. 2, 3,5, 11 sind Sophie-Germain-Primzahlen.

Bemerkung. (i) Man vermutet, dass es unendliche viele Sophie-Germain-Primzahlen
gibt.

(ii) Sophie-Germain-Primzahlen wurden im Zusammenhang mit der Fermat-Vermutung
eingefithrt (vgl. Kapitel 13).
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(iii) Die Fermat-Vermutung besagt, dass die Gleichung =™ +y" = 2" (z,y,z € N) fir n > 3
keine Losung hat. Diese Vermutung wurde 1995 von A. WILES bewiesen.

4. KONGRUENZEN
4.1 Bemerkung. Bekanntlich ist eine Relation ein Tripel (M, N, R) von Mengen M, N, R

mit R C M x N. Statt (x,y) € R schreibt man oft zRy. Eine Relation der Form (M, M, R)
heifit Aquivalenzrelation, wenn gilt:

(i) x € M = zRux; (Reflexivitdt)
(ii) xRy = yRx; (Symmetrie)
(iii) Ry ANyRz = =Rz, ( Transitivitdt)

Beispiele fiir Aquivalenzrelationen sind die Kongruenz oder die Ahnlichkeit von Dreiecken.
Fiir eine beliebige Aquivalenzrelation (M, M, R) und x € M heift

[x]r :={y € M : xRy}
Aquivalenzklasse von z bzgl. R. Die Menge aller Aquivalenzklassen bezeichnet man mit
M/R = {[z]gr: x € M}.

Bekanntlich sind fiir z,y € M die folgenden Bedingungen gleichwertig:

(1) zRy; (2) [z]r = [Ylr; (3) [zlr N [y]r # 0.
Daher ist M /R eine Partition von M, d.h. eine Menge nichtleerer, paarweise disjunkter
Teilmengen von M mit Vereinigung M.

Bekanntlich liefert umgekehrt jede Partition 98 einer Menge M eine Aquivalenzrelation
(M, M, R) durch folgende Vorschrift:

xRy <= dPeP:x,yec P.

Ferner ist dann M/R = . Daher sind Aquivalenzrelationen auf einer Menge M und
Partitionen von M nur verschiedene Sichtweisen des gleichen mathematischen Sachverhalts.

4.2 Definition. Seien a,b € Z und m € N mit m | a —b. Dann heifit « kongruent zu b
modulo m. Man schreibt: a =b (mod m).

Satz. Die Kongruenz modulo m ist eine Aquivalenzrelation. Ferner ist sie mit Addition
und Multiplikation vertraglich, d.h. es gilt:

a=d (modm)Ab=V (modm)= a+b=d+b (modm)Aab=a'b' (mod m).

Beweis. Reflexivitit: a € Z=—=m|0=a—a=—=a=a (mod m).

Symmetrie: a =b (modm)=m|a—-b=m|—(a—b)=b—a=>b=a (mod m).
Transitivitit: a = b (mod m)Ab=c¢ (modm) = m|a—-bAm|b—c = m|
(a—b)+(b—c)=a—c=a=c (modm).
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Vertréiglichkeit: Es sei a = @' (mod m) und b = b (mod m), dh. m | a — @’ und
m | b—"b. Dann gilt: m | (a—ad)+ (b —-V)=(a+b) — (¢’ +V),dh. a+b=da +V
(mod m).

Ferner gilt: m | (a —a’)b+d'(b—b") = ab—d'b', dh. ab=d'b’ (mod m).

Bemerkung. Fiir a € Z und m € N heifit

a+mZ:={a+mz:z€Z}={...,a—2m,a —m,a,a+m,a+2m,...}

Restklasse von @ modulo m. Dies ist die Aquivalenzklasse von a bzgl. der Kongruenz
modulo m; z.B. ist

246Z=1{..,—10,-4,2,8,14,..} =8+ 6Z = -4+ 6Z =-- -

Warum heifit a + mZ Restklasse? Division mit Rest liefert ¢,r € Z mit a = ¢gm + r und
0<r<m. Wegen m | gm=a—ristdann a =r (mod m), d.h. a +mZ = r +mZ. Die
Menge aller Restklassen modulo m ist also

{a4+mZ:acZ}={0+mZ1+mZ,...,m —1+mZ} =: Z/mZ.

Sind r,s € {0,1,...,m — 1} mit r = s (mod m), soist m | r — s und |r — s| < m, d.h.
r —s =0, also r = s. Daher gilt:
\Z/mZ| = m.

Beispiel. Wegen 216 = (28)2 = (256)? = 65.536 = 154 (mod 641) und 232 = (216)2 =
(154)2 = 23.716 = —1 (mod 641) ist 641 | 232 +1 = 22 + 1, d.h. 22" +1 ¢ P. (VgL
Bemerkung 3.4.)

4.3 Satz. Fiur a,b,c € Z und m € N gilt:
(i) m|abAggT(a,m)=1= m]|b.

(i) ab = ac (mod m) <= b=c (mod m).

Beweis. (i) Sei ggT(a,m) = 1. Dann existieren z,y € Z mit xa+ym = 1, d.h. xzab+ymb =
b. Aus m | ab folgt also: m | b.

(ii) “==": Seiab=ac (mod m), d.h. a(b—c) = zm fiir ein z € Z. Dannist §(b—c) = 2}
mit d := ggT(a, m). Wegen 1 = ggT (5, %) folgt aus (i): % |b—c,dh.b=c (mod 7).
“=":Seib=c (mod %), dh. b—c= 27 fiir ein z € Z. Dann ist a(b—c) = zm9, d.h.
ab =ac (mod m).

4.4 Satz. Seien a,b € Z, m € N und d := ggT(a,m). Genau dann hat die Kongruenz
ar = b (mod m) eine Lisung x € Z, wenn d | b gilt. Ggf. bilden die Lésungen eine

Restklasse modulo % .

Beweis. “=": Sei x € Z mit ax =b (mod m), d.h. ax — b = my fiir ein y € Z. Dann
gilt: d | ax — my = b.

“e=": Seid | b, a' =%, m =2 und V/ := 2. Wegen ggT(a’,m’) = 1 existieren y/, 2’ € Z
mit 1 = a’y’ + m’z2’. Dann ist b = ba’y’ + bm/z" = ab'y’ + mb'2’ = az’ (mod m) mit
2 :=0b'y. Fir x € Z gilt also nach Satz 4.3:

ar =b (mod m) < ar =az’ (mod m) <=z =2" (modm') < z €z’ +m'Z.
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Beispiel. Wir wollen die Kongruenz 23z = 17 (mod 100) 16sen. Der erweiterte euk-
lidische Algorithmus liefert: 1 = 3-100 — 13 - 23 = 23 - (—13) (mod 100). Daher ist
17=23-(—-13)-17=23-(—-221) =23-79 (mod 100). (Probe!)

4.5 Definition. Seien a1, ...,a, € Z. Jedes m € Z mit a; | m, ..., a, | m heiit gemein-
sames Vielfaches von aq,...,a,. Ein gemeinsames Vielfaches v € Ny von ay,...,a,
heifit kleinstes gemeinsames Vielfaches (kgV) von ay,...,a,, wenn v jedes gemein-
same Vielfache von aq,...,a, teilt.

Bemerkung. Im Fall a; = 0 fiir ein 7 € {1,...,n} ist 0 das einzige gemeinsame Vielfache,
also auch das einzige kgV von aq,...,a,. Sei also a; # 0 und a; = Hpeppbip fur + =
1,...,n. Die gemeinsamen Vielfachen von a, ..., a, haben dann die Form + HpelP per mit

cp > max{bip,...,byp} fiir p € P. Daher ist v := Hpeppmax{blp’“"bnp} das einzige kgV
von ai,...,a,. Insbesondere haben beliebige aq,...,a, € Z stets genau ein kgV v. Man
schreibt: v = kgV(ay,...,a,).

Satz. Furaq,...,a, € Z gilt stets:

(i) kgV(ay,...,a,) = kgV(kgV(as,...,an—1),an);

(i) kgV(a1,ggT(ag,...,a,)) = ggT(kgV (a1, az),...,kgV(ai,an));

(iii) ggT(a1,kgV(as,...,a,)) =kgV(ggT(a1,az2),...,88T (a1, an,)).

Beweis. Wir beweisen nur (iii). [Der Rest geht analog.] Im Fall a; = 0 steht auf beiden
Seiten kgV(az,...,a,). Sei also a; # 0. Im Fall a; = 0 fiir ein ¢ € {2,...,n} steht links
ggT(a1,0) = +a;. Wegen ggT(ay,az),...,geT(a1,a,) | a1 = ggT(a1,a;) steht auch
rechts +a;.

Sei also a; # 0 und a; = Hpe]P p» fiir i = 1,...,n. Dann steht links:

Und rechts steht:

peP

Beide Seiten stimmen tiberein, da stets die Exponenten gleich sind:
min{b;, max{bo, ..., b, }} = max{min{by,bo}, ..., min{by, b, }}.
[Zum Beweis sei 0.B.d.A. by < ... <b,. Dann gilt:
min{by, max{bs,...,b,}} = min{by,b,}
und min{by, b2} < min{by,b3} < ... <min{by,b,}, d.h.

max{min{by, b2}, ..., min{by, b, }} = min{by, b, }.|

4.6 Satz. (WILSON, 1741-1793)
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peP= (p—1)=-1 (mod p).

Beweis. Fiir a € {1,...,p — 1} existiert nach Satz 4.4 genau ein o’ € {1,...,p — 1} mit
aa’ =1 (mod p). Wir fassen also 1,2,...,p — 1 zu Paaren (a,a’) zusammen. Das geht,
aufler im Fall @ = @/, d.h. a> =1 (mod p). Das bedeutet aber p | a? —1 = (a+1)(a — 1),
dh.pla+1loderp|a—1,alsoac {p—1,1} Dahergilt: (p—1)!=1-2---(p—1) =
1-(p—1)=-1 (mod p).

Beispiele. Fiir p=2ist 1 =1 (mod 2); fiir p =3 ist 2= —1 (mod 3); fiir p = 5 ist
24=—-1 (mod 5).

Bemerkung. Fiir 2 # p € P folgt aus dem Satz von Wilson leicht:

(251) =0 moa )

denn es gilt:

ERIRO It 2 BT
Ut Yt
=12 p;y(_p;) (1)
= E_1)2(-1)"  (mod p).

Firp=1 (mod 4)istalso (251!)2=—1 (mod p), und fiirp =3 (mod 4) ist (2511)? =
1 (mod p). Darauf werden wir im Zusammenhang mit dem Quadratischen Reziprozitéts-
gesetz noch zuriickkommen.

4.7 Satz. (Chinesischer Restsatz)
Seien ay,...,a, € Z und mq,...,m, € N. Genau dann existiert ein x € Z mit

r=a; (modm;) fir i=1,...,n,

wenn gilt:
a; =a; (mod ggT(m,;,m;)) furalle 4,je{l,...,n}.

Ggf. bilden die x € Z mit x = a; (mod m;) firi=1,...,n genau eine Restklasse modulo
keV(my,...,my,).
Beweis. “—=": Sei z € Z mit x = a; (mod m;) firi=1,...,n. Firi,j € {1,...,n}

gilt dann: a; =+ =a; (mod ggT(m;, m;)).

“<=": (Induktion nach n)

Im Fall n = 1 setzen wir x := a; und sind fertig. Im Fall n = 2 gilt nach Voraussetzung:
d = ggT(my,me) | a1 — as. Ferner existieren vy,vy € Z mit miv; + move = d. Fiir
z = %{al) € Z gilt dann:

a2 — a1 as —ax
d = Qa2 — A1 — MV

miz = (d — mavs) =as —a; (mod ms).
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Fiir z :=a; + myz gilt also: x =a; (mod my) und z = a3 + (a2 —a1) = a2 (mod my).
Damit ist der Fall n = 2 erledigt.

Sei also n > 2 und die Behauptung fiir n—1 schon bewiesen. Es existiert dann ein y € Z mit
y=a; (mod m;) und damit auch y =a; =a, (mod ggT(m;,m,)) firi=1,...,n—1
nach Voraussetzung. Daher ist y — a,, teilbar durch

kgV(ggT(my, my),...,geT(mp_1,my)) = ggT(kgV(mq,...,mu_1), my).

Der Fall n = 2 liefert also ein € Z mit x =y (mod kgV(my,...,my,_1)) und x = a,
(mod my,). Firi=1,...,n—1ist dann auch z =y =a; (mod m;).
FEindeutigkeit: Seien z,2’ € Z mit x = a; =2’ (mod m;) firi=1,...,n. Dann ist 2’ —x

durch mq,...,m,, also auch durch M := kgV(mq,...,m,) teilbar. Folglich gilt 2’ = =
(mod M).
Umgekehrt gilt fir z € Zundi=1,...,n: x + Mz =z =a; (mod m;).

4.8 Satz. Seien mq,...,m, € N paarweise teilerfremd. Zu beliebigen aq,...,a, € Z
existiert dann ein x € 7Z mit x = a; (mod m;) firi=1,...,n, und diese x bilden genau
eine Restklasse modulo mq ... m,,.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus Satz 4.7.

Beispiel. Wir suchen ein x € Z mit
r=2 (mod10), =7 (mod15), xz=4 (mod 21).

Wir setzen zunéchst 1 := 2. Dann ist sicher 1 = 2 (mod 10). Dann machen wir den
Ansatz zo = 2 4 10y mit y € Z. Dann gilt:

2o =7 (mod 15) <= 10y =5 (mod 15) <=2y =1 (mod 3).

Wir setzen also y := 2, d.h. o = 22. Dann gilt:
g =2 (mod 10) und x5 =7 (mod 15).

Wir machen den Ansatz xs = 22 + 30z mit z € Z. Dann gilt:

3 =4 (mod 21) <= 30z=3 (mod21)<=10z=1 (mod 7).
Wir setzen also z := —2, d.h. 3 = 22 — 60 = —38. (Probe!). Wegen kgV(10,15,21) = 210
ist die Losungsmenge also —38 + 210Z.
5. GRUPPEN
5.1 Definition. Eine Verkniipfung auf einer Menge M ist eine Abbildung M x M — M.
Das Bild von (a,b) € M x M unter dieser Abbildung schreibt man oft in der Form a * b,

aob,a+b, a-boder ab.
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Beispiel. (i) Addition, Multiplikation und Subtraktion auf @ oder R, aber nicht die
Division, da z.B. 5/0 nicht definiert ist;

(i) A, V, = auf M ={w, f};

(iii) N, U, \ auf der Potenzmenge PB(X) = 2% einer Menge X;

(iv) Komposition o auf M = Abb(X,X) = {f: X — X | f Abbildung}.

5.2 Definition. Eine Gruppe ist ein Paar (G, *), das aus einer Menge G und einer
Verkniipfung * auf G mit folgenden Eigenschaften besteht:

(i) (axb) xc=ax* (bx*c) fir alle a,b,c € G (Assoziativgesetz);

(ii) Es existiert ein Element e € G (neutrales Element) mit e xa = a = a * e fiir alle
a € @G;

(iii) Zu jedem a € G existiert ein ¢’ € G (inverses Element) mit a xa’ = e = a’ x a.

Bemerkung. (i) Das Element e in (ii) ist eindeutig bestimmt; denn ist auch f € G mit
fxa=a=axf fur alle a € G, so folgt e = ex f = f. Jede Gruppe enthalt also genau
ein neutrales Element; dieses bezeichnet man oft mit 1 oder O.

(ii) Fiir a € G ist das Element o’ in (iii) eindeutig bestimmt; denn ist auch @ € G mit
a*xa=e=ax*a, so gilt:

a=axe=ax*(axa)=(axa)xa =exad =d.

Jedes a € G hat also genau ein inverses Element a’; dieses bezeichnet man oft mit a=!
oder —a.

(iii) Wegen (i) lasst man Klammern haufig weg und schreibt: a * b * c.

(iv) Gilt a*b = bxa fiir alle a,b € G, so heifit (G, x) kommutative oder abelsche Gruppe
(N. H. ABEL, 1802-1829).

Beispiel. (a) (Z,+), (Q,+) und (R, +) sind abelsche Gruppen; neutrales Element ist 0,
und —z ist jeweils invers zu z. Dagegen ist (N, +) keine Gruppe (denn es existiert zum
Beispiel kein neutrales Element). Auch (Np,+) ist keine Gruppe (denn zum Beispiel hat
2 kein Inverses).

(b) (@\ {0},") und (R\ {0},-) sind abelsche Gruppen; neutrales Element ist 1, und 1 ist
jeweils invers zu x. Dagegen ist (Z \ {0},-) keine Gruppe (denn zum Beispiel hat 2 kein
Inverses).

(c) Fiir jede Menge X ist Sym(X) := {f € Abb(X,X) : f bijektiv} eine Gruppe bzgl.
o; neutrales Element ist die Identitatsabbildung idx : X — X, z —— =z, und invers
zu f € Sym(X) ist die Umkehrabbildung f~! : X — X. Man nennt (Sym(X),o)
symmetrische Gruppe auf X; ihre Elemente, d.h. die bijektiven Abbildungen f : X —
X, heilen Permutationen auf X. Im Fall X = {1,...,n} fiir ein n € N schreibt man:

=ty sty 7 )

Fiir X = {1,2,3} besteht Sym(X) aus den folgenden Permutationen:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 3)’\1 3 2/)'\3 2 1)’
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1 2 3 1 2 3 1 2 3.
2 1 3 2 3 1)'\3 1 2)’

insbesondere ist |Sym(X)| = 6. Diese Gruppe ist nichtabelsch; denn es gilt:
1 2 3 o 1 2 3\ (1 2 3
1 3 2 2 1 3) \3 1 2)°
1 2 3 o 1 2 3\ (1 2 3
2 1 3 1 3 2) \2 3 1)°

Fir X = {1,...,n} ist [Sym(X)| = n!; denn fir f(1) hat man n Moglichkeiten, fir f(2)
hat man noch n — 1 Moglichkeiten, fiir f(3) hat man noch n — 2 Moglichkeiten, usw.

(d) Fiir Gruppen (Gy, %), ..., (Gy,*) mit neutralen Elementen e, ..., e, ist auch ihr di-
rektes Produkt (G x ... X Gy, %) eine Gruppe, wenn man definiert:

(a1,...yan) % (by,...,by) = (a1 *xby,...,ap, *by) (a1,b1 € G1,...,an, by € Gp).

Neutrales Element in G7 X ... X G, ist (e1,...,e,), und invers zu (ay,...,a,) ist das

Element (a7?',...,a;").

Satz. Sei (G, *) eine Gruppe mit neutralem Element e. Dann gilt fir alle a,b € G
(i) el =e;

(ii) (a™') "t =a;

(iii) (a*b)"t =b"txa"t. (')
Beweis. (i) exe=e=¢ " =
ii)atva=e=a*xa! = (a71)7!
(iii) Wegen (a*b)* (b~ 1*& D= ((a
axal=eund (b= *xa= 1) (axb)

€.

* ) 1)*a_1:(a*(b*b_l))*a_l:(a*e)*a_l:
=...=cist (axb)"t=b"lxal.

5.3 Bemerkung. Sei (G, x) eine Gruppe. Im folgenden lassen wir * oft weg und sagen
kurz: Sei G eine Gruppe. Fiir a € G und n € Z definieren wir die n-te Potenz von a durch
a" :=a---a (n Faktoren), falls n > 0; auflerdem setzen wir a® := 1 und a" := (a=1)™" fiir
n < 0. Dann hat man die folgenden Rechenregeln:

ama" =a™*t" und (a™)" =a™" (m,n €Z).
[.Allg. ist dagegen (ab)™ # a™b™ fiir a,b € G. Ist G aber abelsch, so gilt auch (ab)™ = a™b"
fir alle a,b € GG. Oft schreibt man dann + statt - und na statt a™. Die Rechenregeln
nehmen dann die folgende Form an:
ma+na = (m+n)a, n(ma)=(nm)a, [n(a+b)=mna+ nb.
Die Ordnung |G| von G ist definiert als die Anzahl der Elemente in G.

5.4 Definition. Eine Teilmenge H # () einer Gruppe G heifit Untergruppe von G, falls
gilt:
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(i) a,b € H = ab € H;

(ii)ae H=a"'€ H.

Ggf. schreibt man: H < G, im Fall H # G auch H < G.

Bemerkung. (i) Sei H < G. Dann existiert ein Element a € H. Nach Definition ist also
auch a=! € H und 1 = aa~! € H. Daher ist H selbst eine Gruppe mit der entsprechend
eingeschrankten Verkniipfung. Die neutralen Elemente in G und H stimmen iiberein.

(ii) Eine Teilmenge H # () einer Gruppe G ist genau dann eine Untergruppe von G, wenn
gilt: (%) a,b € H=>ab~! € H. Der Beweis ist eine leichte Ubung.

(iii) Fiir Untergruppen H, K von G gilt: HN K < G.

Beispiel. (i) Wir haben Untergruppen (Z,+) < (Q,+) < (R,+) und (Q \ {0},-) <
R\ {0},)

(ii) Fiir jede Gruppe G ist {1} < G und G < G; man nennt {1} die triviale Untergruppe
von G. Die Untergruppen H < G heiflen echte Untergruppen von G.

(iii) Fiir jede Gruppe G und jedes Element a € G ist (a) := {a™ : n € Z} < G; man nennt
(a) die von a erzeugte zyklische Untergruppe von G. Fiir G = (Z,+) und a = 5 ist also

(5) = {0, 45, +10,...} =: 5Z.

1 2 3

Fiir G = Sym(3) := Sym({1,2,3}) und a := (2 1 3

Daher ist (a) = {1,a}.

)ista2=1, a=a,...,a ! =a.

5.5 Definition. Sei G eine Gruppe und H < G. Fiir a € G heifit aH := {ah : h € H}
Linksnebenklasse und Ha := {ha : h € H} Rechtsnebenklasse von a nach H. Mit
G/H := {aH : a € G} und H\G := {Ha : a € G} bezeichnet man die Menge aller
Linksnebenklassen bzw. Rechtsnebenklassen von G nach H.

Bemerkung. (i) Fir a € G ist
Ha'={ha ' :heH}={k"ta ' ke HY = {(ak)™ : k€ H}.

Fiir jede Linksnebenklasse X nach H ist also X ! = {71 : 2 € X} eine Rechtsnebenklasse
nach H. Die Anzahl |G : H| aller Linksnebenklassen nach H in G stimmt also mit der
Anzahl der Rechtsnebenklassen nach H in G {iberein; man nennt |G : H| Index von H in
G.

(ii) Fiir a,b € G gilt:

aHNbH # () <= aH =bH < o 'b € H;

zum Beweis sei zunéachst ¢ € aH NbH. Wir schreiben ¢ = ahg mit hg € H. Fur h € H ist
dann ch = ahph € aH und ah = chglh € cH. Daher ist cH = aH. Analog ist cH = bH,
d.h. aH = bH.

Sei jetzt aH = bH. Dann ist a =a-1 € aH = bH, d.h. a = bh fiir ein h € H. Daher ist
a'b=h"tcH.

Sei schlielich a='b € H. Dann ist b=a-a"'b € aH NbH.
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(iii) Fir @ € G ist H — aH, h — ah, bijektiv; insbesondere ist |aH| = |H]|.

Satz. (LAGRANGE, 1736-1813)

Fir jede Gruppe G und alle H < G gilt: |G| = |G : H| - |H|; insbesondere sind |H| und
|G : H| im Fall |G| < oo Teiler von |G].

Beweis. Nach der obigen Bemerkung liegt jedes Element a € GG in genau einer Linksneben-

klasse nach H. Es gibt genau |G : H| Linksnebenklassen, und jede davon enthélt genau
|H| Elemente.

1 2 3

Beispiel. (i) Fiir G := Sym(3) und H := (a) mit a := (2 . 3

|H| =2, also |G : H| = 3. (Probe!)
(ii) Fiir G = Z und H = 5Z hat man die folgenden Linksnebenklassen:

> ist |G| = 6 und

045Z={...,—10,-5,0,5,10,...},
1+52Z=1{..,-9,-4,1,6,11,...}
24+5%Z=1{..,-8,-3,2,712,...},
345Z={...,—7,-2,3,8,13,...},
A+57Z=1{...,—6,-1,4,914,...}.

Y

Daher ist |Z : 5Z| = 5. Analog ist |Z : nZ| = n fir n € N.

(iii) Eine Gruppe der Ordnung 12 kann nach dem Satz von Lagrange keine Untergruppen
der Ordnung 7 enthalten. Solche Beobachtungen sind wichtig bei der Bestimmung aller
Untergruppen einer gegebenen Gruppe.

5.6 Definition. Fiir jede Gruppe G und jedes Element a € G heifit |(a)| Ordnung von
a.

Bemerkung. Wir unterscheiden zwei Falle:

Fall I: Alle a™ (n € Z) sind verschieden.

Dann ist |{a)| = oc.

Fall I1I: Es gibt m,n € Z mit m < n und a™ = a".

Dann ist n —m € Nund a"~™ = a"a™™ = a™a"™ = 1. Sei k € N minimal mit a* = 1.
Fiir [ € Z liefert dann Division mit Rest Elemente ¢, € Z mit l =gk +r und 0 < r < k.
Daher ist a' = (a¥)%a” = 194" = a”. Also ist

(a) ={a’ =1,a" = a,a?,...,a"'}.

Dabei sind a®,a!,...,a* ! paarweise verschieden; denn ist ¢’ = a’ und 1 <i < j < k, so

ist 0<j—i<kund a/* =da’a"" =a’'a"* =1, d.h. j —i = 0 nach Wahl von k.
In diesem Fall ist also |(a)| = k.
In beiden Fallen gilt daher:

(a)] = inf{k € N : o = 1}.

Satz. Sei G eine endliche Gruppe, und sei a € G ein Element der Ordnung m. Dann gilt
furi,j € Z:
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(i) a® = 1 <= m | i; insbesondere ist al®! = 1 (FERMAT).
(ii) a* = a/ <= i=j (modm).
(iil) o) = 7ty

(iv) Ist G abelsch, ist b € G ein Element der Ordnung n und ist ggT(m,n) =1, so hat ab
die Ordnung mn.

Beweis. (i) “=": Es sei a’ = 1. Nach der Bemerkung ist auch a™ = 1. Division mit
Rest liefert Elemente ¢, 7 € Z mit i = gm+7r und 0 < r < m. Dannist 1 = a' = (a™)%a" =
19a™ = a”. Also ist r = 0 nach der Bemerkung, d.h. m | i.

“e=": Sei m | i, d.h. i = ml fiir ein [ € Z. Dann ist o = (a™)! = 1! = 1.

Nach dem Satz von Lagrange ist m = |(a)| | |G|, also al®! =1.
(i) Sei a* = a’, d.h. a*~7 = a'a™?/ = a’a™’ = 1. Nach (i) ist dann m | i — j, d.h. i = j
(mod m).

Sei umgekehrt i = j  (mod m), d.h. m | i — j. Dann ist 1 = a7 = a’a™7 nach (i), d.h.
al = a'. _
(iii) Wegen m | % gilt nach (i): 1 = q@Ttmn = (qf)@Ttmn . Mit (i), angewandt auf

a’ statt a, folgt: t := |{a Andererseits ist a®* = (a*)! = 1 nach (i), angewandt

N werte

a,ufq statt a. Wegen (i) ist also m | it. Daher gilt: T ) | ggT(im,i)t. Da 57 und
m teilerfremd sind, folgt: ﬁ | t. Insgesamt ist also ¢t = m.

(iV) Wegen (a) N (b)y < (a) ist |(a) N (b)] ! [(a)] = m. Analog ist |(a) N (b)| | n. Daher ist
[(a) N (b)| | ggT(m,n) =1, d.h. (a ) < ) = {1}. Sei k := |(ab)|. Dann ist 1 = (ab)* = a*b¥,

d. h a* = b=% € (a) N (b) = {1}; insbesondere ist a* = 1. Wegen (i) folgt: m | k. Analog
gilt: n | k. Daher ist mn | k. Andererseits ist (ab)™” = (a™)™(b")™ = 1"1™ = 1, d.h.
k | mn nach (i), angewandt auf ab statt a.

5.7 Satz. Fur jede Gruppe G und alle H < G sind dquivalent:

(1) aH = Ha fir alle a € G;

(2) aHa™' = H fiir alle a € G;

(3) aHa=t C H fiir alle a € G.

Beweis. (1) < (2) = (3): Klar!

(3) = (2): Sei (3) erfiillt und a € G. Dann ist H = aa"'H(a"')"ta™! CaHa™!
Definition. Ggf. heiit H normal oder Normalteiler in G. Man schreibt H < G, im
Fall H # G auch H < G.

Beispiel. (i) Stetsist {1} <G und G < G.

(ii) Aus H, K < G folgt H N K < G; denn fiir a € G gilt:

a(HﬂK)a_l CaHa 'NaKa 'C HNK.

(iii) In einer abelschen Gruppe ist jede Untergruppe normal.

(iv) Jede Untergruppe H einer Gruppe G mit |G : H| = 2 ist normal in G; denn die beiden
Linksnebenklassen (Rechtsnebenklassen) nach H in G sind H und G\ H.

(v) Es seien G := Sym(3) und H := (b) mit b := ; g ? . Dann ist H = {1,b,b%}
(nachrechnen!), also |H| = 3, d.h. |G : H| = 2 nach dem Satz von Lagrange. Daher gilt:
H <QG.
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1 2 3
2 1 3

(3a)r=1(32)G 1)
(1 )= 2) (s )}

5.8 Satz Fiir jeden Normalteiler N einer Gruppe G wird G/N zu einer Gruppe, wenn
man definiert:

(vi) Es seien G := Sym(3) und H := (a) mit a := ( ) Dann ist H 4 G wegen

und

(aN)(bN) := (ab)N (a,b € G).

Definition. G/N heifit Faktorgruppe von G nach N.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass die Verkniipfung in G/N wohldefiniert ist, d.h. nicht
von der Schreibweise der Nebenklassen abhéngt. Dazu seien a,a’,b,b’ € G mit aN = a' N
und bN = b’ N. Dann ist a='a’ € N, also auch b='a"'a’b € N. Folglich ist abN = a’bN.
Analog ist a’bN = a/b'N.

Offensichtlich ist die Verkniipfung in G/N assoziativ, neutrales Element in G/N ist 1N =
N, und es gilt: (aN)~! =a~ !N fiira € G.

Beispiel. Fiir G =Z und N = 5Z ist
G/N =7/5Z = {0+ 5Z,1 + 5Z,...,4 + 5Z}

eine Gruppe der Ordnung 5 bzgl. +. Zum Beispiel gilt:

(3+5Z)+ (4+5Z) =T7+5Z =2+ 5Z.

6. HOMOMORPHISMEN

6.1 Definition. Seien G, H Gruppen. Eine Abbildung f : G — H mit f(ab) = f(a)f(b)
fiir alle a,b € G heiit Homomorphismus. Wir setzen

Hom(G, H) := {h: G — H | h Homomorphismus}.

Bemerkung. (i) Ggf. ist f(1g) = f(le)lg = f(le)f(lg)f(le) ™t = f(lglg) f(lg) Lt =
f(lg)f(lc;)_l =1g, d.h. f(lg) =1g.

(i) Daher gilt fiir a € G: f(a™!) = f(a™H1ly = fla ) f(a)f(a)™! = f(a™ta)f(a)™! =
F1a) (@) = 1 f(a) ") = f(a)~", dh. f(a=) = f(a)~.
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(iii) Fiir Gruppen G, H, K und f € Hom(G, H), g € Hom(H, K) ist go f € Hom(G, K);
denn fiir a,b € G gilt:

(g0 f)(ab) = g(f(ab)) = g(f(a)f(b)) = g(f(a))g(f(b)) = (g f)(a)- (g o [)(b).

Beispiel. (i) Fiir beliebige Gruppen G, H ist G — H, g — 1, ein Homomorphismus.
(i) f: (R,+) — (R\ {0},:), z — 2%, ist ein Homomorphismus; denn fiir z,y € R ist
flz+y) =27 =272 = f(x)f(y).

(iii) Fur n € N und jeden Koérper K ist GL(n, K) — K \ {0}, A —— det(A), ein Homo-
morphismus.

Satz. Fir Gruppen G,H und f € Hom(G, H) gilt:

(i) Fir U < G ist f(U) < H; insbesondere ist Bld(f) = f(G) < H

(ii) Fir U <G st f(U) < f(G), aber nicht unbedingt f(U) < H.

(iii) Fir V < H ist f~1(V) < G.

(iv) Fir V< H ist f~1(V) < G.

Beweis. (i) Wegen U # 0 ist f(U) # 0. Seien z,y € f(U). Wir schreiben z = f(a),
y = f(b) mit a,b € U. Dann ist zy~! = f(a)f(b)! = f(a)f(b~1) = f(ab™t) € f(U)
wegen ab~! € U.

(i) Fiir a € G und u € U ist f(a)f(u)f(a)™' = flaua™t) € f(U) wegen aua™! € U.
Daher gilt: f(U) 9 f(G).

Seien G := ((1 23 H := Sym(3) und f: G — H, g — g, die Inklusionsabbil-

>7
2 1 3
dung. Dann ist G < G, aber f(G) =G 4 H. (Vgl. Beispiel 5.7 (vi)).
(iii) Wegen f(lg) = 1g € Vist 1g € f~ V), d.h. f~YV) # 0. Seien a,b € f~1(V), d.h.
f(a), f(b) € V. Dann gilt: f(ab™!) = f(a)f(b)~t €V, d.h.ab"t € f~HV).
(iv) Seien a € Gund b € f~1(V), d.h. f(b) € V. Dann ist f(aba™1) = f(a)f(b)f(a)"t €V,
d.h. aba™t € f7H(V).

6.2 Bemerkung. Fiir Gruppen G, H und f € Hom(G, H) ist
Ker(f) == f'({1g}) ={a € G: f(a) = 1y} < G;

man nennt Ker(f) den Kern von f.

Beispiel. Fiir n € N und jeden Korper K ist
SL(n, K) := Ker(det) = {A € GL(n, K) : det(4) = 1} < GL(n, K);

SL(n, K) heifit spezielle lineare Gruppe des Grades n iiber K, und GL(n, K) ist die
allgemeine lineare Gruppe des Grades n iiber K.

Satz. Fir Gruppen G,H und f € Hom(G, H) gilt: f injektiv <= Ker(f) = {1g}.

Beweis. “=": Sei f injektiv. Wegen Ker(f) < G ist 1 € Ker(f), d.h. {15} C Ker(f).
Sei umgekehrt x € Ker(f), d.h. f(x) =1 = f(lg). Daher ist z = 1¢, da f injektiv ist.
Dies zeigt: Ker(f) = {1¢}.
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“e=": Sei Ker(f) = {1g}. Fiir z,y € G mit f(z) = f(y) gilt dann: 1 = f(x)f(y)~* =
f(zy™1). Daher ist zy~! € Ker(f) = {1}, d.h. 2y~ = 1¢ und damit = = y.

6.3 Definition. Ein injektiver Homomorphismus heifit Monomorphismus, ein surjek-
tiver Homomorphismus Epimorphismus und ein bijektiver Homomorphismus Isomor-
phismus.
Beispiel. (i) Fiir jede Untergruppe H einer Gruppe G ist die Inklusionsabbildung H —
G, h — h, ein Monomorphismus.
(ii) Fiir jeden Normalteiler N von G ist f : G — G/N, a — aN, ein Epimorphismus.
Man nennt f den kanonischen Epimorphismus von G auf G/N. Dann ist Ker(f) = N;
denn fiir a € G gilt:

a € Ker(f) <= aN =1N <= a € N.

(iii) Stets ist idg : G — G, a — a, ein Isomorphismus.
(iv) Ist f : G — H ein Isomorphismus, so auch f~!: H — G; denn fiir a,b € H gilt:

FHab) = FHAF @) - FUTHO)) = FHF @) - FH0))) = f @) - (D)

Bemerkung. Gruppen G und H heilen isomorph (G = H), wenn ein Isomorphismus
f+ G — H existiert. Man zeigt leicht, dass = reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Satz. (Homomorphiesatz)
Seien G, H Gruppen, f € Hom(G, H) und K := Ker(f). Dann ist

F:G/K — Bld(f), aK+— f(a),

ein Isomorphismus; insbesondere ist G /Ker(f) = Bld(f).

Beweis. Wir zeigen zunachst, dass F' wohldefiniert ist. Dazu seien a,a’ € G mit aK =
a'K,dh. a '’ € K =Ker(f). Dann ist 1 = f(a=ta’) = f(a)"1f(a’), d.h. f(a) = f(a').
Fiir a,b € G ist F(aK - bK) = F(abK) = f(ab) = f(a)f(b) = F(aK)F(bK). Daher ist F’
ein Homomorphismus. Offensichtlich ist F' surjektiv.

Sei aK € Ker(F), d.h. 1 = F(aK) = f(a). Dann ist a € Ker(f) = K, d.h. aK = 1K. Dies
zeigt: Ker(F) = {1}, d.h. F ist injektiv.

6.4 Beispiel. Fiir n € N und jeden Koérper K folgt aus dem Homomorphiesatz:

GL(n, K)/SL(n, K) = K \ {0}.

Definition. Ein Endomorphismus (bzw. Automorphismus) einer Gruppe G ist ein
Homomorphismus (bzw. Isomorphismus) f: G — G.

Bemerkung. Man zeigt leicht: Aut(G) = {f : G — G | f Automorphismus} <
Sym(G); man nennt Aut(G) die Automorphismengruppe von G.

6.5 Definition. Eine Gruppe G heifit zyklisch, fallsein a € G mit G = (a) = {a" : n € Z}
existiert.
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Beispiel. (i) (Z,+) = (1) ist eine unendliche zyklische Gruppe.

(ii) Fir n € Nist (Z/nZ,+) = (1 + nZ) eine zyklische Gruppe der Ordnung n.

(iii) Jede Gruppe G von Primzahlordnung ist zyklisch; denn fiir 1 # a € G ist 1 #
[(a)| | |G], also |(a)| = |G| und damit (a) = G.

Satz. (i) Jede unendliche zyklische Gruppe G = (a) ist zu (Z,+) isomorph.

(ii) Jede zyklische Gruppe G = (a) der Ordnung n < oo ist zu (Z/nZ,+) isomorph.
Beweis. (i) f : Z — G, k +—— a”, ist wegen a**! = a*d! fiir k, [ € Z ein Homomorphismus
und nach Bemerkung 5.6 bijektiv.

(i) f : Z — G, k — a”, ist wieder ein Homomorphismus und surjektiv. Aus dem
Homomorphiesatz folgt: Z/Ker(f) = Bld(f) = G. Dabei gilt nach Satz 5.6:

Ker(f)={k€Z:a"=1}y={k€Z:n|k}=nZ.

6.6 Satz. Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist wieder zyklisch. Genauer gilt:

(i) Jede unendliche zyklische Gruppe G = (a) hat fir d € N genau eine Untergruppe vom
Index d, nimlich {a®). Zusammen mit der trivialen Untergruppe {1} erhdlt man so alle
Untergruppen von G.

(ii) Jede zyklische Gruppe G = (a) der Ordnung n < oo hat fir jeden (positiven) Teiler d
von n genau eine Untergruppe vom Index d, ndimlich (a®). So erhdlt man alle Untergruppen
von G.

Beweis. (i) Sei G = (a) unendlich. Fiir d € Nist U := (¢¢) < Gund f : Z — G —
G/U, k> a* —— a*U, ein Epimorphismus. Dabei gilt:

keKer(f) e=ad"'U=1<=d" cU=0u={a":ncZ} < kecdZ

Dies zeigt: Ker(f) = dZ. Aus dem Homomorphiesatz folgt: Z/dZ = Bld(f) = G/U.
Insbesondere ist |G : U| = |G/U| = |Z/dZ| = d.

Dies zeigt: Fiir d € N ist (a?) eine Untergruppe von G vom Index d.

Sei jetzt 1 2 U < G und 1 # u € U. Wir schreiben u = a™ mit 0 # m € Z. Wegen
l£ut=ameUist M :={keN:a"* €U} #0. Sei d:=min(M). Dann ist a? € U,
d.h. (a?) CU.

Sei umgekehrt a* € U mit k € Z. Division mit Rest liefert ¢,r € Z mit k = gd + r und
0 <r < d. Dann ist a” = a9 = @¢*(a?)~% € U, d.h. r = 0 nach Wahl von d. Also ist
a*® = (a?)9 € (a?). Dies zeigt: U = (a?).

(i) Sei G = (a) und |G| =n < co. Fiir d € Nmit d | n ist U := (a?) < G, und |U] = 2
nach Satz 5.6. Aus dem Satz von Lagrange folgt: |G : U| = d.

Dies zeigt: Fiir d € N mit d | n ist {(a?) < G und |G : {a?)| = d.

Sei umgekehrt U < G beliebig. Nach dem Satz von Lagrange ist d := |G : U| | |G| = n.
Daher folgt aus Satz 5.6: a?U = (aU)? = (aU)!I¢/Ul =1 in G/U, d.h. a? € U und damit
(ad) C U. Wegen

Gl _ |G

> —=|G:U|=d

=16 = ey 2 1

folgt |(a®)| = |U|, d.h. U = (a?).
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7. RINGE

7.1 Definition. Ein Ring ist ein Tripel (R, +, ), das aus einer Menge R und Verkniip-
fungen +, - auf R mit folgenden Eigenschaften besteht:

(i) (R,+) ist eine abelsche Gruppe;

(ii) a,b,c € R = (ab)c = a(bc);

(iii) a,b,c € R = a(b+c¢) = ab+ ac A (a + b)c = ac + be;

(iv) Es gibt ein Element 1 € R (Einselement) mit la = a = al fiir alle a € R.

Bemerkung. (i) Wie bei Gruppen zeigt man, dass 1 in (iv) eindeutig bestimmt ist. Man
schreibt: 1 = 1g.

(ii) Analog enthélt R genau ein Element 0 (Nullelement) mit a + 0 = a fiir alle a € R.
Man schreibt: 0 = Opg.

(iii) Ferner existiert zu jedem a € R genau ein Element —a € R (negatives Element) mit
a+(—a) = 0. Dabei gilt: —(—a) = a und 0a = 0 = a0 [wegen Oa+ 0a = (0+0)a = Oa] und
a(—b) = (—a)b = —(ab) [wegen ab+a(—b) = a(b+(—b)) = a0 = 0 und (—a)b+ab= ... =0].
Statt a + (—b) schreibt man a — b.

(iv) Ein Ring R = (R, +, ) mit ab = ba fiir alle a,b € R heifit kommutativ.

(v) Ein kommutativer Ring R mit |R| > 2 heifit Integritatsbereich, falls fiir alle a,b € R
gilt: ab=0=a=0Vb=0.

(vi) Ein kommutativer Ring K mit |K| > 2 heifit Korper, falls zu jedem a € K \ {0} ein
a’ € K mit aa’ = 1 existiert. Ggf. ist @’ durch a eindeutig bestimmt, und a’ # 0. Man
nennt a’ invers zu a und schreibt: o’ =: a7!.

Jeder Koérper ist ein Integrititsbereich; denn aus ab = 0 und a # 0 folgt b = 1b = a~lab =
a=10 = 0. Ferner ist (K \ {0},-) eine Gruppe, die multiplikative Gruppe von K.
Beachte: 1 # 0; denn sonst wére a = al = a0 =0 fir a € K, d.h. |K| = 1.

(vii) Wir verwenden die Konvention: Punktrechnung vor Strichrechnung.

Beispiel. (a) (Z, +, -) ist ein Integritétsbereich; (Q, +, -) und (R, +, -) sind Koérper, (N, +, )
und (Np, +, ) sind keine Ringe.

(b) Fiir n € N und jeden Korper K ist die Menge K™*™ aller n x n-Matrizen mit Koef-
fizienten in K ein Ring mit der {iblichen Addition und Multiplikation von Matrizen. Fiir
n > 2 ist K™*"™ nicht kommutativ.

(c) {0} ist ein kommutativer Ring, aber kein Integritétsbereich.

7.2 Definition. Ein Element a eines Rings R heiflt invertierbar oder Einheit, falls ein
a’ € R mit aa’ = 1 = a’a existiert.

Bemerkung. Stets ist R* := {a € R : a Einheit} eine Gruppe bzgl. -; man nennt R* die
Einheitengruppe von R.

Beispiel. (i) Fir n € N und jeden Korper K ist (K™*™)* = GL(n, K); insbesondere ist
K* =K\ {0}.

(il) Z* = {1, —-1}.

7.3 Definition. Eine Teilmenge S eines Rings R mit 1z € S und a — b,ab € S fiir alle
a,b € S heiffit Teilring von R.
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Bemerkung. Ggf. ist auch Op = 1p — 1g € S. Dabher gilt: (S,+) < (R, +). Ferner ist
S mit den entsprechend eingeschriankten Verkniipfungen ein Ring. Dabei ist 0g = O und
ls = 1g.

Beispiel. (a) Wir haben Teilringe Z C Q C R.

(b) Fiir n € N und jeden Kérper K bilden die oberen Dreiecksmatrizen [bzw. die Diago-
nalmatrizen| einen Teilring von K™*".

7.4 Definition. Sei R ein Ring. Eine Untergruppe (I,+) < (R, +) mit azx,za € I fiir alle
a € R, x € I heifit Ideal von R. Man schreibt: I < R.

Beispiel. (a) In jedem Ring R sind {0} und R Ideale.

(b) Fiir Ideale I, J in einem Ring R sind auch INJund I +J :={z+y:z €1, ye J}
Ideale.

(c) Sei R ein kommutativer Ring und a € R. Dann ist (a) := Ra := {ra : r € R} ein Ideal
in R, das man das von a erzeugte Hauptideal in R nennt.

(d) Insbesondere ist (n) = Zn = nZ fiir n € Ny ein Ideal in Z. Nach Satz 6.6 hat jedes
Ideal (sogar jede Untergruppe) von Z diese Form.

Satz. Fiir jedes Ideal I in einem Ring R wird die Faktorgruppe R/I = {a+ 1 :a € R} zu
einem Ring mit Finselement 1 4+ I, wenn man definiert:

(a+I)b+1I):=ab+ 1 (a,b € R).

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass die Multiplikation in R/I wohldefiniert ist. Dazu seien
a,a’b,b) € Rmita+I =a +ITundb+1 =0V +1,dh. a—a,b—0V € I. Dann ist
ab—a't! =(a—a")b+d(b—0) eI, dh ab+I=a't/+ 1. Damit ist - wohldefiniert. Wie
frither gezeigt, ist (R/I,+) eine abelsche Gruppe. Fiir a,b, ¢ € R gilt ferner:

((a+D)b+1)(c+I)=(ab+I)(c+1I)= (ab)c+ I =a(bc)+ = (a+I)(bc+1I)
=(a+I1)((b+I)(c+1)),

(a+ 1)+ b+D))(c+I)=(a+b+I)(c+I)=(a+bc+I=ac+bc+ 1
=(ac+ 1)+ (be+1)=(a+1)(c+I)+ (b+I)(c+1),

(a+ )b+ D)+ (c+D)=...=(a+Db+I)+ (a+I)(c+ 1),
1+Ha+I)=la+1=0a+1,
(a+DH(1+1)=...=a+ 1.

7.5 Definition. Fiir jedes Ideal I in einem Ring R heifit der Ring R/I aus Satz 7.4
Restklassenring modulo I. Seine Elemente heiflen Restklassen modulo I. Statt a+1 =
b+ I schreibt man auch a =b (mod I).

Beispiel. Fiir n € Nist [ := (n) = nZ ein Ideal in Z. Fiir a,b € Z gilt dabei:
a=b (modnZ)<=a+nZ=b+nZ<=a—-benZ<=a=>b (modn).
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Satz. (Z/nZ)* ={a+nZ:a€Z, ggT(a,n) =1} firn e N.
Beweis. Fira € Z gilt: a+nZ € (Z/nZ)* <= 3Fb e Z: (a+nZ)(b+nZ) =1+ nZ <
beZ:ab=1 (modn)<= ggT(a,n)=1. (Vgl. Satz 4.4).

Bemerkung. Z/nZ heifit Restklassenring und (Z/nZ)* prime Restklassengruppe
modulo n. Die Elemente in (Z/nZ)* heiflen prime Restklassen modulo n. Zum Beispiel
ist (Z/6Z)* = {1+ 6Z,5+ 6Z}.

7.6 Definition. Die Euler-Funktion ¢ : N — C wird definiert durch

o) = |(Z/nZ)*| = [{a+nZ: a € Z, ggT(a,n) = 1}
=l{aeN:1<a<n, ggT(a,n) =1}

fiir n € N.
Satz. Firn € N mit Primfaktorzerlegung n = pi* ...p% gilt:

pn) =@ —pP ). (i =P =n(l——)...(1- —).

Beispiel. p(1000) = ¢(2353) = (23 — 22)(53 — 52) = 4 - 100 = 400.
Beweis. Die Abbildung

[:(Z/nZ) — (Z)p7*Z)" x ... x (Z/p*Z)*, b+nZv— (b+p*Z,...,b+ pirZ),
ist wohldefiniert; denn aus ggT(b,n) = 1 folgt ggT(b,p;*) =1 fiir i = 1,...,r, und aus
b+nZ="b+nZ dh. b=V (modn),folgtb=0" (mod p;*), d.h. b+ pl'Z =b"+p}Z
firi=1,...,r.

f ist injektiv; denn sind b,¢c € Z mit b+ p"Z = ¢+ p;"Z, d.h. b = ¢ (mod p;*) fiir
i=1,...,r,80ist b=c (mod n), d.h. b+ nZ = c+ nZ.

f ist surjektiv; denn ist ¢; + p{*Z € (Z/p*Z)* fir ¢ = 1,...,r, so existiert nach dem
Chinesischen Restsatz ein ¢ € Z mit ¢ =¢; (mod p;*) fir i = 1,...,r. Dabei ist p; { ¢,
also auch p; 1 ¢ fiir i = 1,...,r. Daher ist ggT(n,c) = 1, d.h. ¢+ nZ € (Z/nZ)* und
fle+nZ) = (c1 +p{*Z,...,cr +perZ).

Dies zeigt: f ist bijektiv; insbesondere ist ¢(n) = o(pi')...@(p%"). Daher geniigt zu
zeigen, dass fiir p € P und k € N gilt: o(p*) = p* — p*~1. Dies gilt; denn von den Zahlen
1,...,p" sind genau die Zahlen pz mit = € {1,...,p*~1} durch p teilbar.

7.7 Satz. (EULER-FERMAT)
Fira € Z und n € N mit ggT(a,n) = 1 ist a®*™ =1 (mod n). Insbesondere gilt fiir
a€Zundp €P mitp t a: a? ' =1 (mod p).

Beweis. G := (Z/nZ)* ist eine Gruppe der Ordnung ¢(n). Nach Satz 5.6 (i) gilt fiir
a+nZeG: 1+nZ=(a+nZ)?" =a?™ + nZ, dh. a?™ =1 (mod n).

Bemerkung. Fiir a € Z und p € Pist also a”? =a (mod p).
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7.8 Satz. Fir jede zyklische Gruppe G der Ordnung n < oo ist
p(n) =[{a € G:{a) =G},

d.h. ¢(n) ist die Anzahl der Erzeuger von G.

Beweis. Wir schreiben G = (a) = {1,a,a?,...,a" '} = {a,ad?,...,a"}. Firk=1,...,n
hat a* nach Satz 5.6 die Ordnung W”kn). Dies ist gleich n genau dann, wenn ggT(k,n) =
1 ist. Daher gilt: (a*) = G < ggT(k,n) = 1.

7.9 Satz. Firn € Nist ), ¢(d) = n; dabei durchliuft die Summe alle (positiven) Teiler
d von n.

Beispiel. Firn =61ist ¢(1) + ¢(2) + ¢(3) + ¢(6) =14+1+2+2=06.

Beweis. Es sei G eine zyklische Gruppe der Ordnung n (z.B. G = Z/nZ). Wir bestimmen
die Anzahl der Elemente in

M:={(9,U) : g€ G,U <G, U = (g)}

auf zwei Arten. Einerseits liefert jedes Element g € G genau ein Paar (g, U) € M, ndmlich
(9,U) := (g,(g)). Daher ist |M| = |G| = n. Andererseits existiert zu jedem (positiven)
Teiler d von n = |G| nach Satz 6.6 genau eine Untergruppe U von G der Ordnung d; diese
ist zyklisch und hat nach Satz 7.8 ¢(d) Erzeuger. Ferner erhélt man so alle Untergruppen
von G. Daher ist [M| =3, ¢(d).

8. DAS RSA-VERFAHREN IN DER KRYPTOGRAPHIE

In diesem Kapitel gehen wir kurz auf eine moderne Anwendung der Zahlentheorie ein,
das RSA-Verfahren in der Kryptographie. Dabei steht RSA fir RIVEST, SHAMIR und
ADLEMAN, drei Pioniere in der sogenannten Public-Key-Cryptography.

Ausgangspunkt des RSA-Verfahrens ist das folgende Problem. Personen A, B, C, ... wollen
miteinander iiber einen unsicheren Kanal kommunizieren. Dazu soll jede Nachricht so
verschliisselt werden, dass nur der richtige Empfanger sie entschliisseln kann. Wie geht
das?

Am Anfang wéhlt jeder Teilnehmer T zwei grofie verschiedene Primzahlen pr,qr (je ca.
100 Dezimalstellen) und eine grofie natiirliche Zahl rp, die zu ¢(prqr) = (pr — 1)(gr — 1)
teilerfremd ist. Mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus berechnet er dann ein sp €
N mit

resy =1 (mod ¢(prqr)).

Die Zahlen pp,qr, st halt er geheim, die Zahlen ny := pprgr und rp kommen in ein
allgemein zugéngliches “Telefonbuch”. Der “Schliissel” von T besteht also aus zwei Teilen,
einem geheimen (pr, gr, s7) und einem offenen (ng,rr).
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Wir nehmen jetzt an, dass Teilnehmer A an Teilnehmer B eine Nachricht m schicken
mochte. Dabei kénnen wir annehmen, dass m € N und m < npg ist. Dann geht Teil-
nehmer A folgendermafien vor: Er berechnet zunachst das eindeutig bestimmte m’ € N
mit m’ = m™ (mod ng) und m’ < ng. Das geht, weil ng und rp oOffentlich bekannt
sind. Obwohl rg grof} ist, lasst sich m’ relativ schnell berechnen. Dann schickt Teilnehmer
A die verschliisselte Nachricht m’ an B.

Absender — Codierer — Kanal — Decodierer — Empfénger

/]\

Gegner
Wegen rgsp =1 (mod (pg — 1)(¢p — 1)) existiert ein t5 € N mit
rgsg=1+tppg —1)(gg — 1).
Daher gilt:
(m')*B = (m"®)° = mitte(e—1)(es-1) _ m(mpB—l)tB(qB—l) =m (mod pp);

denn im Fall pg 1 m folgt mPE~! =1 (mod pg) aus dem Satz von Euler-Fermat, und
im Fall pp | m ist dies trivial.

Analog ist (m')°2 = m (mod ¢gp). Insgesamt ist also (m’)*2 = m (mod ppgqp). Teil-
nehmer B kann also die Nachricht m’ entschliisseln, indem er (m’)®5 berechnet.

Wir nehmen jetzt an, dass ein “Gegner” die verschliisselte Nachricht m’ abhort. Kann er
sie entschliisseln?

Theoretisch ja: Schliefilich muss er “nur” das offentlich zugéngliche np in Primfaktoren
zerlegen. Dann kennt er pp und ¢p, kann also sp mit dem erweiterten euklidischen Algo-
rithmus berechnen und dann m’ genauso wie B entschliisseln.

Praktisch nein: Denn man kennt kein Verfahren, das “grofie” natiirliche Zahlen “schnell” in
Primfaktoren zerlegt. Auch kennt man keine anderen schnellen Methoden zur Entschliis-
selung von m/. Daher ist das RSA-Verfahren in der Praxis gut etabliert. (Vgl. z.B.
WWW.TSa.Ccom).

9. ZAHLENTHEORETISCHE FUNKTIONEN

9.1 Definition. Eine zahlentheoretische Funktion ist eine Abbildung o : N — C.
Die Menge aller zahlentheoretischen Funktionen bezeichnen wir mit Z. Fir «o,8 € Z
definiert man die Summe a + § € Z durch (o + §)(n) := a(n) + 5(n) fir n € N.
Bemerkung. Man sieht sofort, dass (Z,+) eine abelsche Gruppe ist; neutrales Element
ist die Nullfunktion 0 : N — C, n+— 0. Invers zu a € Z ist —a: N — C, n — —a(n).
Beispiel. (i) Die Euler-Funktion ¢.

(ii) Die M6bius-Funktion p (MOBIUS, 1790-1868); fiir n € N mit Primfaktorzerlegung
n = p{*...p¢ ist dabei u(n) = (1), falls a3 = ... = a, = 1, und p(n) := 0 sonst.
Insbesondere ist p(1) = 1.
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(iii) v : N — C, n > n*, (k € Np); insbesondere ¢ := 1y : N — C, n > 1, und
V:—Vl.N—>C,n»—>n.

9.2 Definition. Fiir o, € Z definiert man das Dirichlet-Produkt (DIRICHLET,
1805-1859) o 8 € Z durch

(axB)n) =Y a(dB(5) = Y al@)8ly)  (neN).

d|n Ty=n

Satz. (Z,+,x*) ist ein Integritdtsbereich mit Einselement €; dabei ist € definiert durch
e(1) :=1 und e(n) :=0 firn # 1.
Beweis. Fir «, 3,7 € Z und n € N gilt:

(Fra)m = 3 fwaly) = 3 a)il@) = (= H)m,

((ex B x)m) = 3 (@xB@) 1w = 3 3
= Y a@Byy) =Y Y alu
= 3" aw) - (Bxa)() = (ax (Bx7)(n)

und

TY=n

Die Distributivgesetze sind offensichtlich. Seien schlieflich «, 5 € Z\{0}, und seienr, s € N

minimal mit a(r) # 0 # 8(s). Dann ist (a x 8)(rs) = >_,, . a(x)B(y) = a(r)B(s) # 0,
d.h. ax g #0.

Beispiel. Nach Satz 7.9 ist (o * ¢)(n) = >_,,, ¢(d)1 =n =v(n) fir n € N. Daher ist

p*L=1.

9.3 Satz. 2% ={a € Z:a(l) # 0}.
Beweis. Fiir a, 8 € Z gilt:

axf=c<=a(l)p(l) =1ANa(l)5(n) + Z a(x)B(y) =0 fir 1 #n € N.

zy=n,y<n

Daraus folgt unmittelbar die Behauptung.

Bemerkung. Die Einheitengruppe Z* von Z ist also eine abelsche Gruppe bzgl. x. Fiir
a € Z* bezeichnen wir das Inverse von « in Z* mit a~!. [Dies ist nicht zu verwechseln
mit der Umkehrabbildung; diese existiert hier nicht. (Warum?)]
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9.4 Definition. Ein Element o € Z \ {0} heifit multiplikativ, falls a(mn) = a(m)a(n)
fiir alle m,n € N mit ggT(m,n) = 1 gilt. Ist sogar a(mn) = a(m)a(n) fir alle m,n € N,
so heifit a vollstandig multiplikativ.

Bemerkung. Sei a € Z multiplikativ. Dann existiert ein m € N mit 0 # a(m) =
a(lm) = a(1l)a(m). Daher ist a(1) = 1 # 0; insbesondere ist &« € Z* nach Satz 9.3.
Fiir n € N mit Primfaktorzerlegung n = p7* ... p%" gilt ferner:

a(n) = a(py') ... a(pyr).

Daher ist a durch seine Werte auf Primzahlpotenzen eindeutig festgelegt.
Satz. M :={a € Z : o multiplikativ} < Z*.

Beweis. Nach Bemerkung 9.4 ist ) # M C Z*. Fir «,8 € M und m,n € N mit
gegT(m,n) =1 gilt:

(ax B)(mn) = Z a(z)B(y) = Z a(z122)B(Y192);

TYy=mn T1Y1=m,r2Yy2=n

denn jeder Teiler von mn lasst sich eindeutig in der Form = = z125 mit z1 | m und z2 | n
schreiben. (Analog fiir y.) Daher gilt:

(ax B)(mn) = Y ale)a(z)By)B(y)

L1Y1=m,T2Y2="n

= > a@)Bly) Y alz2)Bye) = (axB)(m)- (axpf)(n).

T1Yyi=m T2Y2=n
Also ist a* f € M. Wegen a(1) = 1 existiert ferner genau ein v € M mit
0=(ax)P") =Y a@nE ™) =10")+>_ @ )vp )
i=0 i=1

fir alle p € P, r € N. Dann ist (a*x)(p") = e(p") fir p € P, r € N. Wegen axy € M
folgt: axy =¢. Alsoist a=! =~y € M.

Beispiel. (i) Wegen p,t € M ist auch p*t € M, und fiir p € P, r € N gilt:
(mx0)(p") =Y plp")1 = p(p) + p(1) = =1 +1=0=¢e(p").
i=0

Daher ist (% ¢)(n) = e(n) fiir n € N. Folglich gilt:
p=1
(ii) Fiir k£ € Ny ist v, € M, also auch oy := v * ¢t € M; man nennt o die k-te Teiler-

funktion. Fiur n € N ist
on(n) = 3 w(d)1 = 3 d¥;
d|n d|n
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insbesondere gilt fiir p € P und r € N:

" . r ) pE+) g .
O'k(pr) — Z(pz)k — Z(pk)z — { PEF_1 falls k& 7§ 0;

i=0 i—0 r+1, falls £k = 0.

Fiir n € Nist o(n) := o1(n) die Summe aller Teiler von n, und 7(n) := oo(n) ist die Anzahl
aller Teiler von n.

(iii) o € M.

9.5 Bemerkung. (Mobius-Inversion)
Fiir v € Z heifit I' := v x « summatorische Funktion von . Dann ist

L(n) = ~(d)
d|n

fir n € N. Ggf. ist y =T %! =T x u, d.h.

n) = Y T@a(5) = Y T(H)ud)  (neN).
d|n

d|n

Satz. Sei v € Z mit summatorischer Funktion I'. Ist T' multiplikativ, so auch v, und fir
p€P, r €N gilt: v(p") =T(p") = T(p"1).
Beweis. Aus I', u € M folgt v =T * u € M. Ferner gilt fiir p € P und r € N:

Y(p") = Zf(pr‘i)ﬂ(pi) = ZF(pT‘i)u(pi) =T(")-T(p ).

Beispiel. Fiir v := ¢ ist I' := v. Damit folgt aus dem Satz die schon bekannte Formel
o) =p"—p"~' (PP, T EN).

9.6 Bemerkung. Fiir vollstandig multiplikative Funktionen «, 5 € Z ist ax (8 i.Allg. nicht
vollstandig multiplikativ; denn z.B. ist ¢ vollstandig multiplikativ, aber ¢*¢ = 7 nicht; denn
7(4) = 3, aber 7(2)7(2) =2 -2 =4.

I.Allg. ist auch a~! nicht vollstindig multiplikativ; denn z.B. gilt fiir .71 = p: u(4) = 0,
aber u(2)u(2) = (=1)(-1) = 1.

9.7 Bemerkung. Ein n € N ist genau dann vollkommen, wenn o(n) = 2n gilt. Einn € N
mit o(n) < 2n [o(n) > 2n| heifit defizient [bzw. abundant].

Satz. Seien p,q € P ungerade und verschieden. Fir r,s € N ist dann n := p"q¢° defizient.

Beweis. Dies folgt aus

<3 5_15<2
-2 4 '

o(n) _opole’) _p -1 ¢ -1 p g
8

n g pr(p—1) ¢(¢—1) p—-1 qg—1
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o(n)

9.8 Satz. Die Folge (== )nen ist nach oben unbeschrankt.
a(n)

gilt: @ > St +. Die Behauptung folgt also wegen Y 77, + = oco.

Beweis. Fiir n € N ist = dn 4 — > din 1. Wir setzen n = m! fiir ein m € N. Dann

10. POLYNOME
Im Folgenden sei K ein Korper.

10.1 Definition. Ein Polynom mit Koeffizienten in K ist eine Folge o = (ag, a1, as,...)
von Elementen a; € K mit |{i € Ny : a; # 0}| < co. [Diese Polynome bilden bekanntlich
einen K-Vektorraum P mit

Oé—|—ﬁ:= (a0+b0,a1—|—bl,a2+b2,...),

ra:= (rag,raj,rag,...)

fir o = (ag,a1,a2,...),8 = (bo,b1,b2,...) € P, r € K.] Wir definieren eine Multiplikation
auf P durch af := (¢, c1,c2,...) mit

Co ‘= CLobo7 C1 = a0b1 + albo, ey C; ‘= E Cijk,
Jt+k=i

Satz. So wird P zu einem kommutativen Ring mit Nullelement (0,0,0,...) und Einsele-
ment (1,0,0,...). Dabei gilt: r(af) = (ra)f = a(rp) firr € K, o, € P.

Beweis. Sind «, 8 € P wie oben, so ist aff € P wegen
{ZGNOCZ#O}g{jENoCLJ#O}—F{kJENObk#O}

Wir zeigen nur die Assoziativitat der Multiplikation; die iibrigen Axiome beweist man
analog. Dazu sei auch v = (cg,c1,¢2,...) € P. Dann ist af = (dy,d1,ds2,...) mit d; =
> jih=i @bk fiir alle 4, d.h. (aB)y = (e, e1,€2,...) mit

e; = Z djc, = Z Z arbmcr = Z arbcr

k=i k=i l+m=j I+m—+k=i

fiir alle . Analog ist a(8v) = (fo, f1, fo,...) mit f; = >, . aibycy fiir alle i. Also
ist (aB)y = a(B7).
Bemerkung. P heifit Polynomring {iber K und (0,0,0,...) Nullpolynom, (1,0,0,...)
Einspolynom. Ferner heifit X := (0,1,0,0,...) Unbestimmte oder Variable von P.
Dann ist

X(ag,a1,az,...) =(0,ap,a1,as,...);

insbesondere ist X2 = (0,0,1,0,0,...), X3 = (0,0,0,1,0,0,...), usw. Wegen |{i € Ny :
a; # 0} < oo ist also (ag, a1, as,...) = Y 10p @i X"; dabei ist wie tiblich X° das Einspoly-
nom. Daher kann man jedes @ € P in der Form o = Y ;2 ) @; X" mit eindeutig bestimmten
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Koeffizienten a; € K schreiben, von denen nur endlich viele von 0 verschieden sind. Dies
werden wir in Zukunft stets tun. Fir a =) ;0 a; X", =Y 2 b:; X" € Pund r € K gilt
dann:

e o = (3 <= a; = b; fur alle ;

o a+ =737 0(a; +b) X"

o ra=> 7 (ra;)X"

° aff = Z?io(zjurk:i ajby) X".
Statt P schreibt man meist K[X]. Fiir 0 # a = > - a; X* € K[X] heifit

d := deg(a) := max{i € Ny : a; # 0}
Grad von . Dann ist also a = Z?Zl a; X*. Das Nullpolynom erhilt den Grad —oo.

10.2 Satz. Fir o, € K[X]| und 0 #r € K gilt:

(i) deg(ra) = deg(a);

(ii) deg(a + 3) < max{deg(c), deg(5)};

(iii) deg(a) # deg(B) = deg(a + B) = max{deg(a),deg(B)};

(iv) deg(ap) = deg(a) + deg(B).

Beweis. Als Muster beweisen wir (iv); die iibrigen Aussagen zeigt man analog. Wir
schreiben o = > a; X%, B = Y2 b X", af = > g X" mit a;,b;,¢; € K fiir alle i
und setzen d := deg(a), e := deg(f); dabei sei 0.B.d.A. d # —oc0 # e. Fir i € Ny ist
Ci =4 p=i @b Wegen a; = 0 fiir j > d und by = 0 fiir k > e gilt:

Cd4e = Z ajbk = Z ajbk = adbe 7é 0,

j+k=d+e j+k=d+te,j<d,k<e

und ¢; =0 fiir i > d + e. Also ist deg(a3) = d + e = deg(«a) + deg(3).

Bemerkung. Fiirr,s € K gilt: rX%+sX? = (r+5) X% und (rX°)(sX?) = (rs)X°. Daher
kann man jeweils r mit r X identifizieren und so K als Teilring von K[X] auffassen. Die
Elemente in K heiflen dann auch konstante Polynome in K[X].

Sei 0 # a = > 7 a; X" € K[X] mit d := deg(a) und ag = 1. Dann heiit o normiert.
AuBerdem betrachtet man das Nullpolynom als normiert.

Wegen (iv) ist K[X] ein Integritétsbereich.

10.3 Satz. (Division mit Rest)
Seien a,f € K[X]| mit 8 # 0. Dann ezistieren eindeutig bestimmte k,p € K[X] mit
a = kB + p und deg(p) < deg(5).

Beweis. Findeutigkeit: Fir ¢ = 1,2 sei a = k;3 + p; und deg(p;) < deg(). Dann ist
p2 — p1 = (K1 — K2)B. Im Fall k1 # ko hdtte man den Widerspruch

deg(B) > deg(p2 — p1) = deg((k1 — K2)B) = deg(k1 — K2) + deg(B) = deg(B).
Also ist kK1 = ko und damit p; = ps.
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Ezistenz: Im Fall deg(a) < deg(f) setzt man k := 0 und p := a. Sei also m := deg(«) >
deg(8) =: n. Wir schreiben o = 7" a; X", f = 37 (b; X7 und setzen & := a —
= X™7"B3. Dann ist deg(@) < deg(a). Wir argumentieren jetzt mit Induktion nach m.
Dann kénnen wir voraussetzen, dass &, p € K[X| mit & = &8+ p und deg(p) < n existieren.
Dann ist a
a=a+-2X""B=kB+p
bn
mit Kk : =K + ‘Z—:‘Xm_” und p := p, wie gewiinscht.
Definition. Man nennt x Quotient und p Rest bei der Division von o durch 8. Im Fall

p = 0 schreibt man auch k = %

Beispiel. Fiir o = X%+ X3 +1 und 8 = X2 — X — 1 erhélt man leicht: x = X2 +2X +3
und p =5X + 4.

10.4 Definition. Ein oo € K[X] heifit Teiler von 5 € K[X], falls 8 = ary fiir ein v € K[X]|
ist. Ggf. schreibt man «a | .

Satz. Fir a,B,v,p,0 € K[X] gilt:

(i) a|0,1|a, ala;

(i) a| BAB [y = | s

(i) a | B = ac | b fir a,b e K*;

(iv) a| BAB|a=Fce KX : a=cf;

(V)0 |a<= a=0;

(Vi) a| BAafy=a|pB+o7.

Beweis. Als Muster beweisen wir (iv). [Der Rest geht dhnlich.] Sei also a | 5 und
f | @. Dann existieren v, € K[X]| mit f = ay und a = 3§. Daher ist a = a~d, d.h.
a(y6 —1)=0. Im Fall a =0 ist 8 = ay =0, d.h. @ = 1. Sei also a # 0. Da K[X] ein
Integritatsbereich ist, folgt vd—1 = 0, d.h. v§ = 1. Daher ist 0 = deg(1) = deg(vy)+deg(J),
d.h. deg(y) = deg(d) = 0 und damit v,0 € K\{0}. Folglich ist & = ¢ mit ¢ := § € K\{0}.

10.5 Definition. Ein 7 € K[X]| mit 7 | aq, ..., 7 | @, heifit gemeinsamer Teiler
von ag,...,a, € K[X]. Die Menge aller gemeinsamen Teiler von «j, ..., «, bezeichnen
wir mit gT (e, ..., ay). Ein normiertes § € gT(a, ..., a,) heiit grofBter gemeinsamer

Teiler (ggT) von ay,...,ap,, falls 7| 0 fiir alle 7 € gT(av, ..., ay) gilt.

Bemerkung. Sind d1, 2 ggT’s von oy, ..., ay,, so gilt 61 | d2 | 1. Nach Satz 10.4 existiert
also ein ¢ € K* mit do = ¢d;. Da 61,02 normiert sind, folgt: d; = d3. Das bedeutet:
aq,...,a, haben hochstens einen ggT 6. Man schreibt: 6 = ggT(aq,...,ay).

Satz. (Erweiterter euklidischer Algorithmus)
Seien o, f € K[X]. Wir setzen

(>‘07/J/O7VO) = (1,0,@), (Alaﬂlayl) = (07 ]-7/8)7 1= 1.

Im Fall v; = 0 brechen wir ab. Im Fall v; # 0 liefert Division mit Rest k;, p; € K[X] mit
Vi1 = Kiv; + p; und deg(p;) < deg(v;). Wir setzen

(Nt 1s it 1, Vi) = (N1 — KiAiy i1 — Rifbi, Vi1 — Kily = pi),
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erhohen © um 1 und wiederholen diesen Schritt.
Das Verfahren bricht ab, und am Ende ezistiert ein ¢ € K mit v;_1 = c¢-ggT(a,B) =

i1+ pi—1 .
Beweis. Der Beweis verlduft dhnlich wie in Z. Man beachte dabei: deg(3) > deg(vy) >
deg(va) > ...
Beispiel. Fiihrt man das Verfahren mit « = X4+ X2 +2X?+ X +1und 8 = X* — X3 +
2X? — X + 1 durch, so erhilt man:

1

1 1 1
X2 +1=geT(a,B) = (—§X + 5)04 + (§X + 5)5

(Probe!)

10.6 Bemerkung. Nach Satz 10.5 haben je zwei Polynome in K[X] einen ggT. Daraus
folgt leicht, dass endlich viele a1, ..., a, € K[X] stets einen ggT haben; denn wie in Z
gilt:

geT (o, ...,ap) = gegT(ggT (o, ..., an_1), ).

Satz. Seien ai,...,an,0 € K[X]|. Genau dann existieren &,...,&, € K[X]| mit § =
a1&1 + ...+ anén, wenn gilt: ggT(aq, ..., a,) | B.
Beweis. Wie in Z.

10.7 Bemerkung. Wie in Z folgt auch, dass fir a1, ..., q, € K[X] gilt:
ggT(al,...,an) =1 <:>E|€1,...,€n GK[X] I(l/1€1+...+04n€n = 1.

Ggf. heiflen aq, ..., «a, teilerfremd.

Definition. Ein normiertes Polynom 7 € K[X]\ K heifit irreduzibel, falls 7 keinen
Teiler 7 mit 0 < deg(7) < deg(m) hat.

Satz. (i) Sei m € K[X] irreduzibel, und seien o, € K[X]| mit 7 | af. Dann gilt:
T|laVvnT|p.

(ii) Jedes a € K[X] hat einen irreduziblen Teiler.

Beweis. (i) Wie in Z.

(ii) Sei @« € K[X]\ K. Dann ist T := {r € K[X]\ K : 7 normiert,7 | a} # 0. Sei
m € T derart, dass deg(m) moglichst klein ist. Dann ist 7 irreduzibel; denn sonst hétte 7
einen Teiler § mit 0 < deg(d) < deg(r); 0.B.d.A. sei § normiert. Dann ist aber § € T im
Widerspruch zur Wahl von 7.

Beispiel. (i) Normierte Polynome vom Grad 1 sind stets irreduzibel.
(ii) X2 + 1 ist irreduzibel in R[X], aber nicht in C[X]; denn X2 + 1 = (X +14)(X — ).

10.8 Satz. (Eindeutige Primfaktorzerlegung)
Sei a € K[X]\ K. Dann existieren bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmte irreduzible
Polynome 7y, ..., 7 € K[X] und ein eindeutig bestimmtes ¢ € K mit o = ¢y ... 7.

Beweis. Ezistenz: (Induktion nach d := deg(«))
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Im Fall d = 1 ist @ = ¢(X — b) mit b,c € K, und die Sache ist klar. Sei also d > 1. Nach
Satz 10.7 hat « einen irreduziblen Teiler m;. Wir schreiben o« = m 8 mit § € K[X]. Im
Fall 8 € K sind wir fertig. Im Fall 8 ¢ K existieren nach Induktion ms,..., 7, € K[X]
und ¢ € K mit f = cmy ... 7m,.. Folglich ist a = ¢y ... 7).

Eindeutigkeit: Sei cmy ... m. = dpy ... ps mit ¢,d € K und irreduziblen Polynomen 7, ...,
Ty P1y -5 Ps € K[X]. Wegen my | emry ... = dpy...ps ist m | p; fiir ein i € {1,...,s}.
0O.B.d.A. sei m1 | p1 (nach Umnummerierung). Da p; irreduzibel ist, folgt 7 = p;. Daher
ist 0 =my(cmy...m —dpa...ps), d.h. ema. ... =dps...ps. Der Rest folgt induktiv.

10.9 Definition. Fir o = > .2 a; X" € K[X] und b € K sei a(b) := >~ a;b". Man
sagt, dass a(b) durch Einsetzen von b in « entsteht. Ist a(b) = 0, so heifit b Nullstelle
von « in K.

Bemerkung. Fir o, 5 € K[X] und b € K gilt:

(a+ B)(b) = a(b) £ 5(b) und  (aB)(b) = c(b)B(b).
Satz. Fir a € K[X] und b € K ist a(b) der Rest bei der Division von o durch X —b.
Insbesondere gilt: a(b) =0<= X —b]| a.
Beweis. Division mit Rest liefert x,p € K[X]| mit « = (X —b)k + p und p € K. Nach

der obigen Bemerkung ist a(b) = (b— b)k(b) + p = p. Daher gilt die erste Behauptung. Es
folgt: a(b) =0<=p=0<= X —-b |«

10.10 Satz. Jedes a € K[X]\ {0} hat in K héchstens n := deg(a) Nullstellen.

Beweis. Seien ai,...,a,, € K paarweise verschiedene Nullstellen von «. Dann sind
X —ay,...,X —a,, paarweise verschiedene irreduzible Polynome in K[X]. Nach Satz 10.9
ist @ durch X —ayq, ..., X —a,, teilbar, also nach Satz 10.8 auch durch (X —a;) ... (X —am).
Insbesondere ist n = deg(a) > m.

10.11 Definition. Fir a = > 2 a; X' € K[X] heifit o/ = > .2 ia; X' € K[X]
(formale) Ableitung von a.

Satz. Fir o= 7" a; X", f=3720b;X7 € K[X] gilt:

(i) (a+p) =o'+ 4

(i) (aB)’ = o'B+af’;

(iii) (a0 B) = (o’ 0 B)B'; dabei ist ao B:=Y ;o a;f" € K[X].
Beweis. (i) Offensichtlich ist

(a+pB) ial—kb Xt izal—i—b)Xll
1=0

=1
—ZleZ 1—1—21le L—o/ 4+ 4.

(i) Fiir ¢ € Ng sei a; := ; X*. Im Fall i = 0 ist

() Zaob X7 Z]aob X7t = qop8 = a8+ apf’
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Im Fall i # 0 ist

ZabX“” izﬂabxzﬂ 1
7=0

— iaiijH_j_l + ZjaiijH_j_l = Oé;B + (l/iﬁl.
§=0 j=1
Daher gilt nach (i):
Z ;B Z @;f) =Y (aif +aiff)
i=0 i=0

= <Z a})B + (Z a;)B = ao'B+af.
1=0 1=0

(iii) Fiir i € N ist (8Y) = iB°~1g'; fiir i = 1 ist das trivial, und aus (8%) = i8°~13’ folgt
mit (ii):

(B = (B8) = (BYB+ BB =if BB+ BB = (i+1)FF.
Also gilt nach (i):

(aop) = Zazﬁ Z Zaz Zazﬁ“ (a/ 0 B)B'.

1=0

11. QUADRATISCHE RESTE

11.1 Satz. Sei K ein Korper und G < K* eine endliche Untergruppe. Dann ist G
zyklisch, d.h. es existiert ein a € G mit G = {(a) = {1,a,a?,...}.

Beweis. Fiir g € G ist |(g)] | |G| =: n nach dem Satz von Lagrange. Daher ist n =
2apn ¥(d) mit ¢ (d) :=[{g € G : [{g)| = d}] fiir d € N.

Sei jetzt d | n mit ¥(d) > 0. Dann existiert ein g € G mit |(g)| =d. Firi=1,...,d ist
dann (¢")¢ = (¢9)! = 1 = 1. Da X9 — 1 € K|[X] hochstens d Nullstellen in K hat, sind
g,9%,...,g% genau die Nullstellen von X — 1 in K. Dabei gilt fiir i = 1,...,d nach Satz
5.5: [{(g")| = d <= ggT(i,d) = 1. Daher haben genau ¢(d) der Elemente in {g,¢?,...,g%}
Ordnung d. Also ist 1(d) < ¢(d) fiir alle d | n.

Folglich ist n =}, ¥(d) < >, ¢(d) = n nach Satz 7.9. Daher ist ¢(d) = ¢(d) fir alle
d | n; insbesondere ist ¥(n) = ¢(n) > 0, d.h. G enthilt ein Element a mit |{(a)| = n. Also
ist G = (a).

Bemerkung. Fiir p € P ist Z/pZ wegen |(Z/pZ)*| = ¢(p) = p — 1 ein Korper. Daher
existiert ein a € Z mit

(2/pZ)* = (a+ pZ) = {1 + pZ,a+pL,a* + pZ,...,a" "% + pL};
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a heifit Primitivwurzel modulo p. Ggf. ist dann auch o’ fiir alle i € N mit ggT(i,p—1) = 1
eine Primitivwurzel modulo p.

Beispiel. Sei p := 17, d.h. ¢(p) = 16 = 2*. Wegen 28 = (24)2 = ( =
(mod 17) ist 2 keine Primitivwurzel modulo 17. Wegen 3% = (3)2 =812 = (-4)2 = 16
—1 (mod 17) ist 3 Primitivwurzel modulo 17.

11.2 Bemerkung. Sei G = (g) eine zyklische Gruppe der Ordnung 2n fiir ein n € N. Dann
enthélt G’ genau eine Untergruppe der Ordnung 2, ndmlich (¢"). Ferner ist f : G — G,
x — 22, ein Homomorphismus. Jedes Element in Ker(f) \ {1} hat Ordnung 2, liegt also
in (g"). Daher ist Ker(f) = (¢").

Nach dem Homomorphiesatz ist |Bld(f)| = |G : Ker(f)| = n. Wegen

G = {]‘797927"'7927‘1‘71}

ist also BlA(f) = {1,¢%, 9% ...,6°" %} = (¢*).

Definition. Sei m € N. FEin a € Z heifit quadratischer Rest (QR) modulo m, falls
ein x € Z mit 22 =a (mod m) existiert. Andernfalls heifit a quadratischer Nichtrest
(QNR) modulo m.

Fiirm=p € Pund p 1 a heifit

a\ _ |1, falls a QR modulo p,
p) | —1, fallsa QNR modulo p,

Legendre-Symbol (LEGENDRE, 1752-1833). Man liest: a “nach” p.
Satz. (Euler-Kriterium)

Fir2#pePundac€Z mitp 1 a gilt: (%) = a7 (mod p).
Beweis. Nach Satz 11.1 existiert ein g € Z mit

(Z/pZ)* = (g +pZ) = {1 +pZ,g+ pZ,...,g" % + pZL}.

Dann ist ¢! =1 (mod p), aber a := gt £ 1 (mod p), also g7 = -1 (mod p);
denn aus a> =1 (mod p), d.h.p|a? —1=(a+1)(a—1), folgt p|a+1oder p|a— 1.

Nach Bemerkung 11.2 sind 1 + pZ, g + pZ,...,g°~3 + pZ Quadrate in (Z/pZ)*, und
g+ 02, g>+pZ,...,g° 27 sind keine Quadrate in (Z/pZ)*. Fir i =0, ..., ”2;3 gilt dabei:

(g% +pZ)"= = (") +pL =1+ pZ = 1 + pZ,

(¥ +pZ)" T = (¢ V)'g"T +pZ=—1+ L

Beispiel.

(—1> (_1)%—15{1 (mod p), fallsp=1 (mod 4),

p —1 (mod p), fallsp=3 (mod 4).

Daher gilt: (i) =1 QR modulo p <= p=1 (mod 4);
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(ii) —1 QNR modulo p <= p=3 (mod 4).

11.3 Bemerkung. Seien 2 # p € P und a,b € Z \ pZ.
(i) Ausa=b (mod p) folgt (%) = (9).

P
(ii) Stets ist (%’) = (%) (g).
(iii) Ist pp(a) € {1%”, e %} mit a = pp(a) (mod p), so heifit p,(a) absolut kleinster
Rest von a modulo p.

Satz. Fir2#pecPunda€Z mitp t a ist (%) = (—1)* mit

. . _p—1 .
,u::|{jEN:1§j§T, pplaj) < 0}

Beweis. Seien i,j € {1,..., %} mit |pp(ai)| = |pp(aj)|. Dann gilt:
ai = pp(ai) = £pp(aj) = £aj (mod p),
d.h. a(iF7j) =0 (mod p). Daherist i Fj =0 (mod p), d.h.i=j.

p—1
Dies zeigt: {|pp(ai)| : i = 1,...,251} = {1,2,..., 2%} Folglich ist [[,Z, |pp(ai)] =

(254)! und Hg pp(ai) = (=1)* (E51)!. Andererseits ist

-

ﬁpp(az‘) = ﬁ(ai) =a'T (;%1>! = <%) (1%1)! (mod p).

1=1

]

Die Behauptung folgt.
Beispiel. Fira:=2und j=1,..., % gilt:

—1 —1 —1
pp(aj)<0<:>pT<2j§p—1<:>pT<j§pT.

Fiirp=1 (mod 4) ist also pu = 1%1, und fiir p =3 (mod 4) ist p = %’1. Daher gilt: u
gerade <= p==+1 (mod 8). Daraus folgt leicht:

(5)-r

11.4 Satz. (EISENSTEIN, 1823-1852)
Firp,q € P\ {2} mit p # q und k := %, l:= % qgilt:

koo
iq
ZLEJ +‘

=1 J

ELyp—

l

45



Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass i € {1,...,k} und j € {1,...,I} mit ig — jp=0
existieren. Wegen p 1 ¢ ist dann p | i. Dies ist aber ein Widerspruch wegen 1 <i < %.
Dieser Widerspruch zeigt: iq — jp # 0 fir ¢ = 1,...,;)kund 7 = 1,...,l. Genau S :=
Zle L%J dieser Zahlen iq — jp sind positiv; denn fiir ein festes i gilt: iq > jp < j €

{1,...,1%4]}.

Analog sind genau T := Z;Zl L%pj der Zahlen ig—jp negativ. Insgesamt ist also S+71 = kl.

11.5 Satz. (Quadratisches Reziprozitatsgesetz, GAUSS, 1777-1855)

Fiir p,q € P\ {2} gilt:
(0))-cr

d.h. (%’) = (%), fallsp=1 (mod 4) oder g=1 (mod 4),
und (%) = — (%), fallsp=3=q (mod4).

Bemerkung. Dazu gehoren noch die beiden Erganzungssdtze:

<_?1) — (-1)* und (%) = (-7,

d.h. (%) =1l<=p=1 (mod4),
und (%) =1<=p=+41 (mod 8).

Beweis. Seii € {1,...,k:= 21}, Division mit Rest liefert dann: (1) ig = pL%J +r; mit
1 <r; <p—1. Wir unterscheiden zwei Falle:

Fall A:r; <k, d.h. py(iq) =r; > 0.

Fall B: r; > k, d.h. p,(iq) =7 —p < 0.

Der Fall B trete dabei genau p-mal auf. Wir setzen R = >, 7, = > 4 |pp(iq)| und
R =) p(p—ri) = > g lpp(ig)]. Wieim Beweis von Satz 11.3ist {|p,(iq)| : i =1,...,k} =

{1,...,k}. Daher ist R+ R’ = Zlei = @ = ]%. Daher gilt:

p*—1

(2) T =RER =) ritpup—) i
A B

Wir setzen S(p,q) := Zle L%j. Summation von (1) liefert dann:

5 k koo k
(3) — 1q=ziq=pZL%J+Zm=p5(p,Q)+Zm+Zn-
=1 =1 =1 A B

Subtraktion von (2) und (3) ergibt:

p?—1

4) -

(q—1)=pS(p,q) +2> i — pp.
B
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Wegen p28_1 € Z und p = (mod 2) folgt: p = S(p,q) (mod 2). Nach Satz

1 =
11.3 ist (%) = (=1)* = (=1)5®9 . Analog ist (g) = (=1)5@nP), Mit Satz 11.4 folgt:

(2) (2) = (=1)%P:9)+5(ap) = (_1)1’7_1'%1_
a) \p
Beispiel. Fiir die Primzahlen p := 67 und q := 139 ergibt sich:

() () --@)-(D-() -

So kann man das Legendre-Symbol schnell berechnen. Im folgenden prasentieren wir einige
Anwendungen des Quadratischen Reziprozitatsgesetzes und seiner Ergdnzungssatze.

11.6 Satz. [{peP:p=1 (mod6)}|=cc=|{peP:p=—-1 (mod 6)}|.

Beweis. Nach Satz 3.3 hat das Polynom X? 4 3 unendlich viele Primteiler p > 3. Fiir
jedes solche p existiert also ein z € Z mit 2 +3 =0 (mod p). Daher ist —3 QR modulo

R R IO RS Ol

Daher ist p QR modulo 3, d.h. p=1 (mod 3). Wegen p # 2 ist auch p =1 (mod 2),
dh.p=1 (mod 6).

Alsoist {peP:p=1 (mod6)}| =

Zum Beweis von [{p € P : p = —1 (mod 6)}| = oo seien 2,3,5,....,p € P und n :=
2-3-5---p—1. Wegenn = —1 (mod 6) hat n einen Primteiler ¢ mit ¢ 21 (mod 6), d.h.
g=—1 (mod 6). Dan sicher nicht durch 2,3, 5, ..., p teilbar ist, folgt: ¢ ¢ {2,3,5,...,p}.

Beispiele. Die Folgen von Primzahlen 7,13,19,31,37,43,... und 5,11,17,23,29,41, ...
sind also beide unendlich.

11.7 Satz. Firl#meN gilt: 2" +1 e P <= 32" = -1 (mod 2™ +1).
Bemerkung. Dies ist ein Test fiir Fermat-Primzahlen.

Beweis. “=": Sei p:=2"+ 1€ P, alsop >3. Wegenp=(—1)"+1 (mod 3) ist m
gerade, d.h. m = 2s fiir ein s € N. Daher gilt: p=22°+1=4+1=1°+1=2 (mod 3)

und p =1 (mod 4). Folglich ist <%> = (g) = (%) = —1, d.h. 3 ist QNR modulo p. Aus
dem Euler-Kriterium ergibt sich: 32" = —1 (mod p).

“e=: Gei 327 = —1 (mod 2" +41) und p € Pmit p | 2741, d.h. p # 2. Wegen 32" =1
(mod p) ist [(3 + pZ)| | 2™, d.h. 2™ = [(3 + pZ)| | |(Z/pZ)* = p — 1; insbesondere gilt:
2m<p—-1,dh.p=2"+41.

11.8 Satz. Sei 1 # k € N, und sei p € P mit p | 22" 1 1. Dann gilt: 2842 | p —1

Beweis. Wegen 22" = —1 (mod p) ist 22" = 1 (mod p), d.h. |(2 + pZ)| = 2k+L.
Folglich gilt: 2! | [(Z/pZ)*| = p—1, dh. p = 1 (mod 2"!). Folglich ist p = 1

(mod 8), d.h. 2 ist QR modulo p. Aus dem Euler-Kriterium folgt: 2b = (%) =
(mod p). Also gilt: 25+1 | 21 und damit 2542 | p — 1
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Beispiel. Insbesondere hat also jeder Primteiler von 22° 4 1 die Form p=128n + 1. Wir
probieren die verschiedenen n nacheinander durch:

n=1:128-1+1=129 ¢ P;

n=2 128-2+4+1=257=22 41 1 22" 4 1; denn es gilt:

22 4 1= +1=(-1)*+1=1+1=2 (mod 2?2 +1);

n=3128-3+1=2385¢P;
n=4:128-4+1=513 ¢ P;
n=>5: 1285+ 1 = 641 Primteiler von 22° + 1.

11.9 Definition. (JACOBI, 1804-1851)
Fir 2# p € Pund a € Z mit p | a sei (9> := 0. Fir a € Z und ungerade b € N mit

p
a <2 ). insbesondere sei (9) = 1.
pr )’ 1

Primfaktorzerlegung b = py...p, sei (5) = <pil>

Man nennt (%) auch Jacobi-Symbol.

Bemerkung. (i) Das Jacobi-Symbol ist also eine Fortsetzung des Legendre-Symbols. Fiir
a € Z und ungerade b € N ist (%) € {1,0,—1}. Dabei gilt: (%) =0 <= ggT(a,b) # 1.
(ii) Ist b > 1 und a QR modulo b, so ist (%) = 1, aber eventuell nicht umgekehrt.

Satz. Fur ungerade b,by,by € N und beliebige a,ay,as € Z gilt:
(1) (=52) = (%) () und (blb ) = (%) (%)
(ii) a1 = a2 (mod b) = (“bl) = (“—;)

(iii) r e NAggT(r,b) =1 = ( ) = (4).
(
(

iv) () = (1) und (2) = (-1)"=
v) a,b ungerade und teilerfremd = (%) (2) = (-1)"z "= .

Beweis. (i) - (iii) klar.
(iv) O.B.d.A. sei b > 1 mit Primfaktorzerlegung b = p; ...p;. Dann ist

() ) -

Daher geniigt zu zeigen: 25:1 pi2_1 = pl"'gt_l (mod 2), d.h. Zle(pi —-D=p1...pe—1
(mod 4). Dies stimmt sicher fiir £ = 1. Sei also ¢t > 1 und die Aussage fiir ¢ — 1 schon
bewiesen. Dann gilt:

0O=1---pe1—VDpe—D=p1...pe —p1---pr—1—pr + 1
=P1...pe—1)—(P1-..pe—1— 1) — (pe — 1)

E(pl-wpt_l)_i(pi_l)_(pt_l)z(plu-pt—l)—Z(pi—l) (mod 4).

=1 =1

o~
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Analog ist

t 2
2 2 py—1 t Pl
(5) =11 (—) =l = (k=
=1 \Pi i=1
Daher geniigt zu zeigen: Y0_, p?gl = p?“'gf_l (mod 2), d.h. Y1 (pP—1)=p}...p7—1

(mod 16). Dies stimmt fiir ¢ = 1. Sei also ¢ > 1 und die Aussage fiir ¢ — 1 schon bewiesen.
Dann gilt:

0=(p}...pi — V@ —1)=pi...pf —pi...0}_1 —pi +1
=p;...p; 1) —(p...p;_ 1 —1)—(p; — 1)
t—1

=(pl...pi—1)— (p?—l)—(pf—l)E(p%...pf—l)—Z(p?—l) (mod 16).

1 i=1

(2

(v) O.B.d.A. sei a # 1 # b. Die Primfaktorzerlegungen von a und b seien a = p; ...p, und
b=qi...qs. Dann gilt wie in (iv):

() =TT (5) - TG o7

i=1j=1 i=1j=1

b Zr pi—lzs (Ij—l b a—1 b1
—(2) (i T 2 = (2 (-1 .
(a)< ) ; ()( 5t

Beispiel. Diese Rechenregeln beschleunigen die Berechnung von Legendre-Symbolen;
denn man braucht keine komplizierten Primfaktorzerlegungen mehr durchzufiihren:

(5)- () ) (53) () -~ (%)
(i) ()~ o) - (3 (3)- () )
GRERORORGROE

12. QUADRATSUMMEN

12.1 Satz. Sei 2 # p € P. Genau dann existieren x,y € 7 mit p = x> + y2, wenn gilt:
p=1 (mod4).

Beweis. “=": Fiirz € Zist 2 =0 (mod 4) oder 22 =1 (mod 4). Fiir y € Z ist also
2> +y*#3 (mod 4).

“~=": Sei p =1 (mod4), d.h. <_71) = 1. Dann existiert ein u € N mit v? = —1

(mod p). Wegen (|/p] + 1)* > p existieren verschiedene Paare (z1,y1), (22,y2) mit
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T1,Y1,T2,Y2 € {Oala--'v L\/Z_jJ}und Ur1 —Y1 = UT2—Y2 (HlOd p)7dh Uxg = Yo (mOd p)
mit zg := x1 — o und yo := y; —y2. Dann ist ¥ = v?x3 = —2% (mod p), d.h. 23+y2 =0

(mod p). Wegen 0 < |zo| < /p und 0 < |yo| < /p ist 0 < x3 + y§ < 2p, d.h. 2§ + y3 = p.
Beispiel. 29 = 5% 4 22, aber 31 # 22 + y? fiir x,y € Z.

12.2 Bemerkung. Fiir a,b,c,d € R gilt:
(a® +b*)(c? + d®) = (ac — bd)? + (ad + be)?.

Dies rechnet man nach, oder man beobachtet, dass es aus der Formel |z122] = |21] -
|za| (21, 22 € C) folgt.

Satz. Sei n € N mit Primfaktorzerlegung n = HpeP p*?. Genau dann existieren x,y € 7
mit n = 2% + y?, wenn «, fir jedesp € P mitp=3 (mod 4) gerade ist.

Beweis. “<=": Fiir p € Pmit p =1 (mod 4) existieren z,,y, € Z mit p = xf) + yg.
Wegen 2 = 12 + 12 folgt die Behauptung aus der Bemerkung.

“—": Seien x,y € Z mit n = 2 + y?, und sei d := ggT(z,y). Dann ist ny = 2% + y? mit
ny = g5, 1= 5, y1:= 4 und ggT(w1,y1) = 1. Ist 2 # p € P mit p | ny, soist p { y1;
denn sonst hétte man den Widerspruch p | z1. Also existiert ein z; € Z mit y121 = 1
(mod p). Daher ist (z121)? = —(y121)? = -1 (mod p), d.h. (_?1) =1 und damit p =1

(mod 4). Die Behauptung folgt.

12.3 Satz. Seien a,b € N und p € P. Seien ferner u,v,x,y € N mit (u,v) # (z,y) und
p = au® + bv? = az? + by?. Dann gilt: a =b=1 und (u,v) = (y,x).
Bemerkung. Im Wesentlichen ist die Darstellung p = ax? + by? also eindeutig.

Beweis. Wegen p = au? + bv? > a ist p 1 a. Wegen

a(ve 4+ uy)(ve — uy) = a(v?z? —u?y?) = v*(p — by?) — au’y?

= pv® — (au® + bv?)y? = pv® —py? =0 (mod p)
ist also vx = uy (mod p).
Fall 1: ve =uy (mod p).
Dann gilt:
p? = (au?® + bv?)(azx? + by?) = a®u?2? + b*v?y? + ab(u?y? + v?2?)

= (auz + bvy)? + ab(uy — vr)* > ab(uy — vz)? > 0;
denn im Fall uy = vx wire u | x | u wegen ggT(u,v) = 1 = ggT(z,y), d.h. u = x und
damit v = y. Widerspruch!
Damit haben wir den Widerspruch p? > ab(uy — vz)? > abp® > p.

Fall 2: ve = —uy (mod p).
Dann gilt:

p? = (au® + bw?)(az?® + by?) = (auz — bvy)* + ab(uy + vr)? > ab(uy + vz)? > 0.
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Also ist p? > abp?, d.h. a = b = 1 und uz = vy. Wegen ggT(u,v) = 1 = ggT(x,y) folgt
u|y|u, dh. v =y und damit z = v.

12.4 Satz. (LAGRANGE)
Jedes n € N lasst sich als Summe von hochstens 4 Quadratzahlen schreiben.

Bemerkung. Fiir a,b,¢,d, A, B,C, D € R gilt:

(a2+62+02+d2>(A2+BQ+02+D2)
= (aA +bB + cC +dD)* + (aB — bA + cD — dC)?
+ (aC — bD — cA+dB)* + (aD + bC — cB — dA)?.

(Nachrechnen!) Diese Formel versteht man am besten im Kontext der Quaternionen H
(HAMILTON, 1805-1865).

Beweis. Nach der Bemerkung sei 0.B.d.A. n = p € P. Wegen 2 = 12 + 12 sei 0.B.d.A.
p > 2. Wegen Satz 12.1 sei 0.B.d.A. p =3 (mod 4). Sei ¢ € N minimal mit (1_07) = —1.

Dann gilt: 2 < ¢ < p—1, (C;1> = 1und (%) = <%1> (;f) = (=1)? = 1. Dabher existieren
r,y € Zmit 2> =c—1 (mod p) und y?> = —¢ (mod p). Folglich ist 22 +y? +1 =0
(mod p); dabei kénnen wir z,y € {0, ..., %1} annehmen.

Sei h € N minimal derart, dass die Gleichung % + 23 + 23 + 23 = hp in Z 16sbar ist. Dann
ist 1 < h < p, und wir miissen h = 1 zeigen.

Wir nehmen zunéchst an, dass h gerade ist. Dann ist [{i : 1 <14 <4, x; ungerade}| gerade.

Bei geeigneter Nummerierung sind also x; + x5 und 3 + x4 gerade. Folglich gilt:

S o

T1 — To T3+ x4 T3 — T4 h

DTy (DB (BT (BT 2y

3

im Widerspruch zur Wahl von h.

Also ist h ungerade. Wir nehmen h > 3 an. Fiir i = 1,2,3,4 sei y; € Z mit y; =
z; (mod h) und |y;| < 251, Dann ist (y1,y2,y3,y1) # (0,0,0,0); denn sonst wire h |
T1,...,h| x4, also h? | 23 + 23 + 23 + 22 = hp und damit h | p. Widerspruch!

Daher gilt: 0 < 92 + 93 +y2+y? <h?>und P + 3+ 2 +y3 =2 +23 + 224+ 23 =0
(mod h), d.h. y? +y3 + y3 + y3 = kh mit k < h. Nach der obigen Bemerkung ist

hp-kh= (27 + 25+ 23 +23) (U7 + 95 + 5 +vi) = 21 + 25 + 25 + 23
mit
21 = T1y1 + ToYo + T3y3 + Tays = 25 + 22 + IL'?)) +22=0 (mod h),
29 = X1Y2 — Toy1 + T3Ys — Tays = T1T2 — ToZ1 + T34 — 2423 =0 (mod h),

23 = XT1Y3 — Tols — T3Y1 + TaY2 = X103 — ToZy — 321 + X422 =0 (mod h),

24 = T1Y4 + ToyYs — T3Ys — T4yl = T1T4 + Tox3 — 322 — 2421 =0 (mod h).

Wir schreiben z; = ht; mit t; € Z fiir i = 1,...,4. Dann ist t3 +t3 +t2 + 3 = kp im
Widerspruch zur Wahl von h.
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12.5 Bemerkung. (i) Man hat auch eine Formel der Gestalt
(PP4+Q*+ ...+ WHP*+ ¢+ ... +uw?)=a®>+ b+ ...+ 1h?
(jeweils 8 Summanden) mit

a=Pp—Qq—Rr—Ss—Tt—Uu—Vv—Wuw
b=Pqg+Qp+ Rs—Sr+Tu—Ut—Vw+Wuv
c=Pr—Qs+Rp+Sq+Tv+Uw—-Vt—Wu
d=Ps+Qr—Rq+ Sp+Tw—-Uv+Vu—-Wt
e=Pt—Qu—Rv—Sw+Tp+Uq+Vr+Ws
f=Pu+Qt—Rw+Sv—Tq+Up—Vs+Wr
g=Pv+Quw+ Rt —Su—Tr+Us+Vp—Wgq
h=Pw—Qu+Ru+St—Ts—Ur+Vqg+Wp

(Nachrechnen!) Diese Gleichungen fithren auf die Oktaven O von CAYLEY (1821-1895).
HURWITZ (1859-1919) hat gezeigt, dass es solche Gleichungen nur mit 1,2,4,8 Summanden
geben kann. (Man braucht also nicht nach entsprechenden Formeln mit Summen von 16
Quadratzahlen zu suchen.)

(ii) GAUSS hat gezeigt, dass man ein n € N genau dann nicht als Summe von héchstens
3 Quadratzahlen schreiben kann, wenn n die Form n = 4¥m mit k¥ € Ny und m = 7
(mod 8) hat. Der Beweis ist schwieriger.

(iii) Man kann auf #hnliche Weise auch Gleichungen der Form n = z¥ + ... +z* mit k > 3
untersuchen (WARING, 1736-1798); darauf gehen wir hier nicht ein.

12.6 Definition. Sind z,y,2 € N mit 22 + y? = 22, so heifit (z,y,2) € N3 pythagora-
isches Tripel (PYTHAGORAS, 569-475). Im Fall ggT(z,y,2) = 1 heifit (z,y,2) ein
primitives pythagoraisches Tripel.

Bemerkung. (i) Fiir jedes pythagoraische Tripel (z,y, ) gilt:
ggT(z,y,2) =1 < ggT(z,y) =1 <= ggT(z,2) =1 < ggT(y,z) = L.

(ii) Man erhélt alle pythagordischen Tripel aus den primitiven durch Multiplikation mit
einem m € N.
(iii) Ist (z,y, 2) ein primitives pythagoraisches Tripel, so ist entweder x oder y gerade; denn
wegen ggT(z,y) = 1 kénnen z,y nicht beide gerade sein. Wéren z,y beide ungerade, so
wire 2 =1=y? (mod 4), d.h. 22=2 (mod 4). Widerspruch!
Satz. Sei (z,y,z) ein primitives pythagordisches Tripel und y gerade. Dann existieren
m,n € N mit ggT(m,n) =1, m>n, m#n (mod 2) und

m:mQ—nQ, Yy = 2mn, z=m?+n?

Umgekehrt liefern solche m,n stets ein primitives pythagordisches Tripel (x,y, z), wobei y
gerade ist.
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Beweis. Sei (z,,2) ein primitives pythagoriisches Tripel und y gerade. Dann ist y? =

22 — 2?2 = (2 + 2)(2 — x); dabei sind z,z ungerade, also z + x,z — = gerade. Folglich

ist (£)* = 2. 252 und ggT(2,%5%) | ggT(z,2) = 1. Daher sind 5% und 5%
Quadratzahlen. Wir schreiben ”Tx = m? und =E = n? mit m,n € N. Dann gilt:
m? —n? =z, y? = 2m? - 2n? = 4m*n?, d.h. y = 2mn, m?> +n? = 2z, ggT(m,n) =1, m > n
und m #n (mod 2).

Seien umgekehrt m,n € N mit ggT(m,n) =1, m > n und m #n (mod 2). Wir setzen

z:=m? —n?, y:=2mn, z :=m? + n?. Dann gilt:

2+ y2 =m* —2m?n? + n* + 4m?n® = m* + 2m2n® + nt = 22

und ggT(z, 2) | ggT(2m?,2n?) | 2. Wegen m #n  (mod 2) ist z ungerade. Also sind z, 2
teilerfremd. Daher ist (z,y, z) ein primitives pythagoriisches Tripel, und y ist gerade.

Beispiel. Fiir (m,n) = (2,1),(3,2),(4,1),(4,3),... erhdlt man die primitiven pythagora-
ischen Tripel (3,4,5), (5,12,13), (15,8, 17), (7, 24, 25), . ..

12.7 Satz. FEs gibt keine z,y,u € N mit z* + y* = u?; insbesondere existieren keine
z,y,z € N mit o* +y* = 2%

Beweis. Wir nehmen an, dass z,y, v € N mit 2% + y* = u? existieren; dabei wihlen wir
u so klein wie moglich. Dann ist d := ggT(x,y) = 1; denn sonst liefert die Division durch
d einen Widerspruch zur Minimalitat von u. Insbesondere ist x oder y ungerade.

Wiiren z,y beide ungerade, so hitte man den Widerspruch v? = z* +¢y* =1+ 1 = 2
(mod 4).

Dieser Widerspruch zeigt: * 2y (mod 2); 0.B.d.A. sei x ungerade und y gerade. Dann
ist (z2,9%, u) ein primitives pythagoriisches Tripel. Nach Satz 12.6 existieren also a,b € N
mit 22 = a? — b?, y? = 2ab, u = a®> + b*, a > b, ggT(a,b) =1 und a Zb (mod 2).

Wire a gerade und b ungerade, so hitte man den Widerspruch 22 = —1 (mod 4).

Also ist a ungerade und b gerade, etwa b = 2c. Dann ist y? = 4ac, d.h. (%)2 = ac. Dabei
ist ggT(a,c) = 1 wegen ggT(a,b) = 1. Folglich existieren d, f € N mit a = d?, ¢ = f2,
ggT(d, f) = 1 und d ungerade. Dann ist 22 = a? —b? = d* —4f*, d.h. 22 + (2f?)? = (d?)2.
Daher ist (z,2f2, d?) ein primitives pythagoriisches Tripel. Nach Satz 12.6 gibt es [,m € N
mit x = 12 —m?, 2f? = 2lm, d®> = 1> + m? und ggT(l,m) = 1. Wegen f2 = Im existieren
r,s ENmit l=r>und m =52 Dannist r* + s* =P +m? = mit d<d> =a <a’® <
a® + b?> = u im Widerspruch zur Minimalitét von w.

13. ZUR FERMAT-VERMUTUNG

13.1 Bemerkung. In diesem Kapitel geht es um die Fermat-Vermutung fiir den Expo-
nenten 3, d.h. die Gleichung
23 48 =28
in Z. Im folgenden sei ( := % € C, also (% = # = —(—1und ¢3 = 1. Dann
ist
R:=7Z+7Z(={a+b(:a,beZ}
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ein Teilring von C und damit ein Integritatsbereich; denn fiir a, b, c,d € Z gilt:
(a+bC)(c+d¢) = (ac — bd) + (ad + bc — bd)¢ € R.

Analog ist K :=Q+ Q¢ = {a+b( : a,b € Q} ein Teilring von C. Wegen ¢ = —% + %\/—3
und —3 = 1+ 2(¢ ist auch

K=Q+QV-3={z+yv/-3:z,y€Q}.

Ferner ist K sogar ein Korper; denn im Fall x 4+ yv/—3 # 0 ist auch 0 # z — y+/—3 und
damit 0 # (x + yv/=3)(z — yv/—3) = 2% + 3y?. Also ist

1 _r—yv-3
z+yy/—3 22+ 3y?

Die Abbildung N : R — Ny, p — |p|?> = pp, heift Norm. Dann gilt fiir p,o € R und
a,b € Z: N(poc)=N(p)N(o) und

€Q+QV-3=K.

N(a+b¢) = (a+b)(a+bC) =a® —ab+b* € Ny.

Satz. (Division mit Rest)
Zu o, € R mit B # 0 existieren stets k,p € R mit o = kB + p und 0 < N(p) < N(B).

Beweis. Wegen o, € K und 8 # 0 existieren z,y € Q mit % = x + yv/—3. Wir wahlen

zunéchst ein v € Z mit |y — 2| < 1 und dann ein v € Z mit |z 4+ % — u| < 1. Wir setzen
k:=u+v( € R. Dann ist p:=a — kf € R und

—1++v-3 ) v
%_K:x'i'yV_g_U_UT:$—U+§+(y_§)\/—_3a

=D

d.h. ]%|2:(x—u+§)2+(y—§)23§i+f’—6:%<1. Also ist 0 < N(p) < N(B).

13.2 Satz. Zu jedem Ideal I in R existiert ein o € R mit [ = ().

Beweis. O.B.d.A. sei [ # {0} = (0). Dann ist § # {N(a) : 0 # a € [} == M C N. Sei
0 # a € I mit N(a) = min(M). Dann ist (o) C 1.

Ist B € I beliebig, so liefert die Division mit Rest Elemente x,p € R mit = ka + p und
0 < N(p) < N(w).

Im Fall p # 0 ware p = 8 — ka € I, im Widerspruch zur Wahl von «.

Also ist p = 0 und damit 5 = ka € («). Insgesamt ist also I = («).

13.3 Satz. Fir a,p € R gilt: (8) C (o) <= 3Jp € R: = pa.

Beweis. “=": Sei () C (). Wegen =15 € (8) C («) existiert ein p € R mit 8 = pa.
“<=": Sei p € R mit f = pa. Dann ist (8) = (pa) C ().

Definition. Ggf. sagt man: « teilt 8, « ist ein Teiler von 3, 3 ist Vielfaches von «,
usw. Man schreibt: « | 3.
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Bemerkung. Wie in Z zeigt man, dass fir «, 8,7, p,0 € R gilt:
) 1]a,ala, al0;

(i) 0 | @ <= a = 0;

(iii) a | 1 <= a € R*;

(iv) a | BAe,n € R = ea | np;

(W alBAB| Y= al

(Vi) a|BAaly= alpB+oay.

13.4 Satz. Fir o, € R sind daquivalent:

(D) a| BAB | a;

(2) a| BAN(a) = N(B);

(3) Je€ R* : B =ea;

(4) (@) = (B)-

Definition. Ggf. heiflen «, 5 assoziiert (a ~ ().

Beweis. (1) <= (4): Dies folgt aus Satz 13.3.

(1) = (2): Sei a | f und S | . Wir schreiben 8 = pa mit p € R.

Im Fall o = 0 ist auch § =0, d.h. N(a) =0 = N(0).

Sei also o # 0 und analog 8 # 0. Dann ist p # 0 und N(8) = N(p)N(a) > N(«). Analog
ist N(a) > N(B).

(2) = (3): Sei a | B und N(«a) = N(f). Wir schreiben 8 = pa mit p € R. Dann ist
N(a) = N(B) = N(p)N(a).

Im Fall & = 0 ist auch 8 = 0 und daher § = la mit 1 € R*.

Sei also o # 0, d.h. N(a) # 0. Dann ist 1 = N(p) = pp. Dabei ist p € R wegen
(=C?€c R. Alsoist p€ R* und 3 = pa.

(3) = (4): Sei ¢ € R* mit 8 = ea. Dann ist (8) = (ea) C (o). Wegen a = e 13 ist
analog (o) C (p).

Bemerkung. (i) ~ ist eine Aquivalenzrelation auf R.

(ii) Fir o, o/, 8,8 € Rmit a ~ o’ und g~ p' gilt: a | <= o’ | #'.

13.5 Satz. R* ={a e R:a|l}={aeR:a~1} ={a€ R: N(a) =1} =
{F1,£¢, %}

Beweis. (i) Sei &« € R*. Dann gilt: « | 1 nach Bemerkung 13.3.

(ii) Sei @ € R mit a | 1. Wegen 1 | « folgt dann: a ~ 1.

(iii) Sei @ € R mit o ~ 1. Nach Satz 13.4 ist dann N(a) = N(1) = 1.

(iv) Sei a € R mit N(«) = 1. Wir schreiben oo = a + b¢ mit a,b € Z. Dann gilt:

b 3
1=N(a+b§):a2—ab+62:(a—§)2+1b2.
Folglich ist |b| < 1. Im Fall b =0 ist « = a = £1.
Im Fall b = 1ist (a —1)? = 1, dh. a — 1 = 1 und damit a € {0,1}. Daher ist a = ¢
oder a =14 (¢ = —(%
Im Fall b = —1ist (a+1)? = 1, d.h. a+

= 3 = +1 und damit a € {0, —1}. Daher ist a = —(
oder o = —1 — ¢ = (2.

N[ —

95



(v) Sicher sind £1, £(, £¢% € RX.

13.6 Satz. Sei 0 # m € R\ R*. Dann sind dquivalent:
(1) Fir alle o, € R gilt: m | aff = 7| a V7w |p;

(2) Fiir alle a, B € R gilt: t=af = a € R* V[ € R*.
Definition. Ggf. heiflit 7 Primelement in R.

Beweis. (1) = (2): Sei (1) erfiillt und 7 = af mit «, 5 € R. Dann gilt: 7 | « oder
| B; 0.B.d.A. sei m | . Wegen « | 7 folgt o ~ 7, d.h. m = ea fiir ein € € R*. Dann ist
O=7m—7m=af —ac=a(f —¢); dabei ist a # 0 wegen ™ # 0. Also ist § =€ € R*.

(2) = (1): Sei (2) erfiillt, und seien a, 8 € R mit 7 | @f. Dann ist

I.={pn+oa:poc€ R}

ein Ideal in R. Nach Satz 13.2 existiert ein 6 € R mit I = (§). Wegen m € I = (¢) existiert
ein v € R mit m = vJ. Wegen (2) ist v € R* oder § € R*.

Im Fall y € R* ist m ~ ¢, also (o) C I = (6) = (n), d.h. 7 | a.

Im Fall § € R* ist 1 = 670 € (§) = I. Schreibt man 1 = p7 + oca mit p,o € R, so gilt:
| prf+oaf =15 =p.

Bemerkung. Mit 7 ist auch jedes zu 7 assoziierte Element in R ein Primelement in R.
Beispiel. (i) v/—3 ist ein Primelement in R; denn sind a, 3 € R mit /-3 = af, so ist
3= N(v=3) = N(a)N(B) mit N(a), N(8) € N. Daher ist N(a) = 1 oder N(3) = 1, d.h.
a € R* oder § € R*.

(ii) Wegen A := 1 —( = (/=3 ist auch \ ein Primelement in R. Dabei gilt: \2 = —(*3 =
-3C.

13.7 Satz. (Eindeutige Primfaktorzerlegung)

Sei 0 # a € R\ R*. Dann existieren Primelemente my,..., 7, € R mita =my ... 7. Sind
auch pi,...,ps € R Primelemente mit « = p1...ps, S0 ist r = s, und nach geeigneter
Umnummerierung gilt: m; ~ p; firi=1,...,r.

Beweis. Wir nehmen an, dass es ein Element 0 # o« € R\ R* gibt, das sich nicht als
Produkt von Primelementen schreiben ldsst. Dann ist N(a) € N; 0.B.d.A. sei N(«) dabei
so klein wie moglich. Sicher ist a kein Primelement. Daher existieren 5,7 € R\ R* mit
a = (. Dann ist 0 # N(a) = N(B)N(vy) mit N(5) # 1 # N(v). Daher ist N(8) < N(«)
und N (vy) < N(«). Nach Wahl von « sind 3,y Produkte von Primelementen, also auch a.
Mit diesem Widerspruch ist die erste Aussage gezeigt.

Sei jetzt m1...m. = p1...ps mit Primelementen my,..., 7., p1,...,ps € R. Wir machen
Induktion nach r. Im Fall » =1 ist m; = p1...ps. Da m; ein Primelement ist, folgt s =1
und damit m; = p;.

Sei alsor > 1. Dann gilt: 7y | 71 ... 7, = p1...ps. Dam ein Primelement ist, folgt: m | p;
fir ein j € {1,...,s}. O.B.d.A. sei 71 | p1. Da p; ein Primelement ist, folgt: m ~ p1, d.h.
p1 = emy fir ein € € R*. Dann ist €py ein Primelement in R, und 7o ... 7, = €pa...ps.
Nach Induktion ist r — 1 = s — 1, und nach geeigneter Umnummerierung ist mo ~ ep2 und
T3 ~ P3, ..., T ~ pr. Die Behauptung folgt.
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13.8 Bemerkung. Nach Beispiel 13.6 ist A := 1—( ~ v/—3 ein Primelement in R. Daher
ist A2 ~ —3 ~ 3 und

R/AN)={p+N):peR}={a+b{+ (N :a,beZ}
={a+b+N):a,beZ}={z+(N):2€Z}={0+(N\),£1+ (N}

Fir 7 € R und o := 1+ A7 gilt:

0% —1= (0~ 1)~ )0~ %) = Ar(L+ At — (1 + A — ()
= AT+ AL+ ) + ) = Mr(L+7)(r - ()

mit (2 =1 (mod (A\)). Wegen 7+ (A) € {0+ (A\), £1 + (\)} folgt: A\* | 03 — 1, d.h.
0>=1 (mod A\*) und (—0)>=-1 (mod \*).

Satz. Es gibt keine a, 3,7 € R\ {0}, € € R* mit o2 + 3% = 3.
Bemerkung. Insbesondere existieren keine x,y, 2 € Z \ {0} mit 23 + y> = 23.

Beweis. Wir nehmen an, dass «, 3,7, € doch existieren. O.B.d.A. seien dabei «, 3 teiler-
fremd, d.h. es gibt kein Primelement 7 € R mit 7 | o und 7 | .

Wir betrachten zunéchst den Fall A | af, d.h. A | @ oder A | 5. [Diesen Fall fithren wir auf
den Fall A 1 af zuriick.] O.B.d.A. sei A | a. [Sonst vertauschen wir o und §.] Dann gilt:
A 1 fund A t 4. Die obige Bemerkung impliziert:

te=ey’ = + 32 =41 (mod \?),

dh. 3~ A | e+ 1. Wegen R* = {+1,+(,+¢%> = F(¢ + 1)} ist also ¢ = +1. Daher ist
(£7)2 + (—B)3 = a3; dabei sind v, +8 € R teilerfremd, und A 1 (&7)(=f). [Damit ist
die Zuriickfithrung geschafft.]
Im Folgenden sei also 0.B.d.A. A 1 «f. Unter allen Gegenbeispielen wahlen wir «, 3,7, €
so, dass

t :=v(y) :=max{n € Ng : A" | v}

so klein wie mdglich ist [und aulerdem «, 8 teilerfremd mit A {1 a/ sind]. Wir unterschei-
den drei Falle.

Fall 1: t =0, d.h. A 1 7.

Nach der Bemerkung ist 141 = a3+ 3 = ey® = £e¢  (mod A\*). Wegen \* ~ 32 =9 { ¢
folgt: € = £2 (mod 9). Wir schreiben € 2 = 9(a + b() mit a,b € Z. Einsetzen von
+1,4¢, +¢? = F(¢ + 1) fiir € liefert jeweils einen Widerspruch.

Fall 2: t =1, d.h. A2 { +; insbesondere ist dann A\*  ~3.

Nach der Bemerkung ist ey = a® + 32 = £14+1 = 4£2 (mod \*), dh. £2 = ey =0
(mod A?) und damit 3 ~ A\? | 2. Widerspruch!

Fall 3: t > 2.

Es geniigt, ein Gegenbeispiel o, 3,v, ¢ mit v(y') < v(v) zu konstruieren [wobei auch
o/, B teilerfremd mit A 1 /B’ sind]. Wegen

(a+B)(a+B)a+PB)=...=a’+ 3 =¢)
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und v(ey3) = 3v(y) = 3t > 6 ist v(a + B) > 2 oder v(a + (B) > 2 oder v(a + (23) > 2.
0.B.d.A. sei v(a + 3) > 2. [Sonst ersetzen wir 3 durch (B bzw. ¢28.] Wegen v(A\3) = 1
folgt:

vla+¢B) =vla+B—(1-QB) =vla+B-A8)=1.
Analog ist v(a+(*8) = v(a+B—(1-(*)B) = v(a+B—(1=()(1+()B) = v(a+B+A*p) = 1.
Also ist v(a + B) = 3v(y) —2 = 3t — 2 > 4. Im Folgenden sei 7 € R ein Primelement mit

T A A
Wir nehmen an, dass gilt: 7 | o+ und 7 | a4+ (5. Dannist 7 | (1 —-¢)8 = A3, d.h. 7 | B
und damit 7 | a. Dies ist ein Widerspruch, da «, 8 teilerfremd sind.
Analog widerlegt man die Annahme 7 | a+ 8 und 7 | a+(?3 sowie die Annahme 7 | a+(3
und 7 | a+¢?B. Wegen der eindeutigen Primfaktorzerlegung in R existieren also paarweise
teilerfremde Elemente p, 0,7 € R sowie Einheiten €1, €5, €3 € R* mit

(%) a+B=ep’ X2 a4+ (B =€\ a+ 8=\ At por.

Wir multiplizieren die erste Gleichung in (*) mit 1, die zweite mit (, die dritte mit (2,
addieren und erhalten:
0 =e1p° X2 + Cea0® N + CPegmi .
Division durch X ergibt: 0 = €1 p3A3¢"D 4 ler03+(2e3m®. Mit o := 0, By := 7, 71 1= pA~!
und geeigneten 77,72 € R* gilt dann:
af +mpBy =
Daher ist 0 = mpyd = +1 £ (mod A\?), dh. 3 ~ A2 | £1 £ 7. Wegen R* =
{£1,4(,+¢% = F(¢+ 1)} folgt: my = +1. Also ist
ai + (£41)° = i,

wobei aq, 51 € R teilerfremd mit A { a;16; und 3 € R mit v(y;) =t — 1 < t sind. Die
Behauptung folgt.
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